Numerik

Hinweis : Mit der Angabe , Buch" ist das Buch ,, Numerische Mathematik 1“ von Peter Deuflhard gemeint.
TODO:

Pivotstrategien : Beispiel aus dem Buch S.10/11 einfligen ?
Nachiteration Kapitel 1 : Beispiel rechnen fir Genauigkeitsverbesserung

Grundlagen

Zeichen:
= ,bis auf Terme niederer Ordnung"

Def. . hinreichende Bedingung” . ., notwendige Bedingung"” :
Bsp.: A : nistdurch 4 teilbar B : nist durch 2 teilbar
Ab B U A ist hinreichende Bedingung fir B
U B ist notwendige Bedingung fir A

Def. iiberbestimmtes/ unterbestimmtes Gleichungssystem :
Ein Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten heif3t unterbestimmt wenn m < m,
quadratisch, wenn M = n und Uberbestimmt, wenn m > n ist.

é’@u &, &30
Def. Matrix: A=ca, a, ay+

8a31 Ap Ay

Bei Operationen auf den Zeilen einer Matrix (z.B. Elimination) Multiplikation von links.
Bei Operationen auf den Spalten einer Matrix Multiplikation von rechts.

Def. requlare Matrix: Al R ™ istreguir U Rang(A): 0 U det(A) 0

Def. singulare Matrix: Al R™" istsinguiar U Rang(A)=0 U  det(A) =0

U Gleichungssystem ist nicht eindeutig |6sbar
(Eine nicht-singul&re Matrix nennt man regulére Matrix.)
(Eine singulére Matrix besitzt keine Inverse.)

Def. normale Matrix :  DieMatrix A heiRtnorma U AAT = ATA

Def. unipotente Matrix : Diagonalelemente gleich eins

Def. positiv definite Matrix :
Eine symmetrische Matrix A= AT ist genau dann positiv definit, falls
<X, AX) >0 furdlex® O (U ale Hauptunterdeterminanten sind positiv)




Def. strikt diagonaldominante M atrix :

|a1.i|>én|a1j| fur i =1,...,n

Def. konjugierte (ahnliche) Matrizen :

Zwei quadratische Matrizen A, B heiRRen konjugiert (&hnlich), wenn eine regulére Matrix T existiert mit B = TAT *.

Def. Jacobi Matrix__(bzw. Funktionalmatrix) :

Fir Funktionen f : R" ® R™ fasst man die partiellen Ableitungen in einer Matrix J; (X) zusammen.

S X
. ¢ Tx I, =
EsgiltJf(x)[i,j]:zM ,d.h. J,(¥):=¢ El Dot
e T Tl

g‘ﬂx1 X, &

Fur den Spezialfall f : R" ® R ergibt sich ein Zeilenvektor. Den zugehdrigen transponierten (Spalten-)V ektor
nennt man Gradient von f ander Stelle X (grad f(X))

Y
d f(x) Gﬂ)'(lT
gra X)=¢ : +.
Al
e
Def. Hessenberg-Matrix :
& *U
éx -0
e G
A=¢€0 U
é. U
& ‘G
€0 o *

Def. Vektornorm :

Eine Abbildung |||| 'R" ® R heifkt Vektornorm auf R", falls:
1) Positivitat

x| >0 fir xI R"

[|=0 O x=0
2) Homogenitat

osd=lalf T R.xTR)
3) Dreiecksungleichung

[x+ £ x|+ 1M



Vektornorm Beispiele:

8
"X”2 =.la Xi2 - euklidsche Norm
; i=1
bo=alx  -anom
||X|| = Irrlaxn|x,| - Maximumnorm

Def. Matrixnorm :
Definition wie bei Vektornorm

ap™;

Durch "Aﬂ 10 ||X” (AT R" m) ist eine mit der Vektornorm |||| vertragliche Matrixnorm

definiert, die der Vektornorm |||| zugeordnete (induzierte) Matrixnorm.

Eine Matrixnorm heif3t submultiplikativ, falls

|AB| £ |A4|B] (2. Frobeniusnorm)
Matrixnorm Beispiele:

_ g
Zeilensummennorm || A“ = ir_Tllaxm ?1 |a J |
Spaltensummennorm ||A“ = ]r_11"|a>$u a |a]|
Spektralnorm ||N| =r (A"A

Frobeniusnorm || N| . =

Def. Spektralradius:
r(A):= km'c':|>(|| (A) = betragsmafig grofter Eigenwert der Matrix
:]_'“_' n

Def. Nullraum einer Matrix :

Fir AT R'™ ™ heiRt der Lésungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems AX = O der Nullraum oder
der Kernvon A.

Def. Spektrum einer Matrix :
Seé A eine (N, N) - Matrix. Dann heift die Menge aller Eigenwerte von A das Spektrumvon A.




1. Linear e Gleichungssysteme

LGS Ax=b (X =A 1b) lasst sich fir det A1 O mit der Cramerschen Regel berechnen :
gau TR N by &y - 3,0
1 Gy - &y, b, Qi e aznT
- ' ' - , d.h. ersetzej-te Spaltevon A durch b
% detAx‘? e e e el IteSp
éam v B B & e g
Def. Deter minante (nach L eibniz)

_ [¢}
det A= a TN PR ) X9, )
pl &
P Aufwand zur Berechnung von det A betragt NNl Operationen.

Auch mit der rekursiven Bestimmung tber Unterdeterminanten nach dem L aplaceschen Entwicklungssatz
sind 2" Operationen auszufiihren.

gestaffeltes Gleichungssystem
r.llxl + r12)(2 ot r.1an = Zl
r.22)(2 ..t r.2an = Z2

dh Rx=2z
rnnxn = Zn
Auflosung durch Ruckwartssubstitution
X, = 7,11y,
X1~ (Zn-l - IFn-].,nxn)/rn-l,n-l
usw.
Rechenaufwand :
fur diei-te Zeilejen-i Additionen und Multiplikationen sowie eine Division
3 . n(n-1) 1)
bhg@-1= 5 = — Multiplikationen und ebenso viele Additionen.
i=1
1.1 Gauf3sche Eliminationsmethode (LR-Zerlegunq)
Ziel / Motivation : Umformung eines LGS in ein gestaffeltes LGS
A® AP ® A?..® A" =R , wobei
€ D D &
gan &y e e e B0
(2) (2) .
c Bpg e e By °
A =g alo 200+
N
¢ : DT
& ('k) (.k) -
8 a'nk a'nn ﬂ
mit einer (n -k+1 , n-k+ 1) Restmatrix rechts unten und den Pivotelementen al;’



Algorithmus L R-Zerlegung :
L =alV/aly fir i =k +1...,n

(k+1) (k) _ (k)

au - alj Iik K
(k+1) .= R (k) (k)
b, =b - 1, X,

Dajeder Eliminationsschritt eine lineare Operation auf den Zeilen von A ist, l4sst sich der Ubergang von A® und
b® zu AKD yng p* als Multiplikation mit deiner Matrix L, (Frobenius-Matrix) von links darstellen.

Def. Frobenius-M atrix

2 °
¢ 1 T
¢ N
g -
c 1 -
¢ by, . D
o 1 =
€o b,, 1

besondere Eigenschaft : L, " entsteht aus L, durch Vorzeichenwechsel der |,

AxX=Db b Rx=z mt R=L*Aundz=L"b

Algorithmus der GauR-Elimination (mit Aufwandsanqabe)

w

1. A=LR - Dreieckszerlegung a k2 0
k=1 3
rsl r]2

2 Lz=b - Vvorwértswbstitution ak=—
1 2
5t . n’

3. RX=2z - Rickwartssubstitution ak= >y
k=1

Der Hauptaufwand besteht also in der LR-Zerlegung, die fiir verschiedene rechte Seiten bl,..., bj aber nur einmal durchgefiihrt
werden muss.

Beispiel fiir GaulRsches Eliminationsverfahren /L R-Zerlegung :
4039(] o a0
Gegeben: AX=Db hier :
2 25% 5 25

1) LR-Zerlegung

&l 06 al a d 00
L= 1% ik::% bly=—= P ngZ 1%
21 %) Ay a11 a

el 00ad 40_ad 490

R=L'A P R= €2 158 25 b0 -6



2) L.z=b - Vorwartssubstitution
1 0‘2 ®z =2

2 12 ® z,=2-4=-2

3) x=1z - Ruckwar tssubstitution
1 4|12 ®x,=2-44/3=2/3 ad 462/30 &0
Lsg.: c I=g =
0 -6-2 ® x, =1/3 gZ 2%1/3@ EZQ

1.2 Pivot-Strategien und Nachiter ation

Motivation :
Wie man bereits an dem einfachen Beispiel
a® 16
A:gl z ,detA=-1 ,a,=0
Og

sieht, gibt es Félle, bei denen die Dreieckszerlegung versagt, obwohl det AL 0.
Eine Vertauschung der Zeilen fuhrt jedoch zur denkbar einfachsten LR-Zerlegung
— & 00
A= ==1 =LR mit L=R=1

G 15

Bei der rechnerischen Realisierung des GauRschen Eliminationsverfahrens kdnnen Schwierigkeiten nicht nur bei
verschwindenden, sondern auch bei ,, zu kleinen“ Pivotelementen entstehen.

P Spaltenpivotstrategie
Bei der GauR3-Elimination wahlt man digjenige Zeile als Pivotzeile, die das betragsmaidig grofdte Element in der
Pivotspalte besitzt.

Algorithmus GauR-Elimination mit Spaltenpivotstrategie :
a) Wiahle im Eliminationsschritt A ® A®*? ein pl {k,...,n} , SO dass

W3 (40| o i =
|apk|3 |ajk | far j =K,...,n

DieZeile p soll die Pivotzeile werden.

b) Vertausche die Zeilen p und K
ial?, fallsi=p
A¥ ® A® mit &% =tal, fallsi=k
laf,  sonst
Nun gilt
-lo|a) fay
||”<|: 5 (k) = (k) £1
akk apk
C) Flhre den n&chsten Eliminationsschritt angewandt auf A® aus,
AL ® Ak
Bemerkung:

Anstelle der Spaltenpivotstrategie mit Zeilentausch kann man auch eine Zeilenpivotstrategie mit Spaltentausch
durchfihren. Beide Strategien erfordern im schlimmsten Fall O(nz) zusétzliche Operationen.

Kombiniert man beide Méglichkeiten und sucht die gesamte Restmatrix nach dem betragsgrofiten Element ab,

so benotigt man zusétzlich O(n3) Operationen. Diese teure vollsténdige Pivotsuche wird so gut wie nie angewandt.



Zur formalen Beschreibung der Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche werden im Folgenden Permutationsmatrizen
Pl Mat, (R) verwendet. Jeder Permutation p | S ausder symmetrischen Gruppe wird die Matrix
. _ T . . :
P = |_ep i ...ep(n)J zugeordnet, wobei e = (d1j ,...,dnj) der ] -te Einheitsvektor ist.

Eine Permutation P der Zeilen einer Matrix A lasst sich durch die Multiplikation von links mit F;) ausdriicken.
(Analog eine Permutation der Spalten durch Multiplikation von rechts.)

DieZuordnung P ® P, istein Gruppenhomomorphismus S, ® O(n)  der symmetrischen Gruppe S, indie
orthogonale Gruppe O(n) .
Insbesonderegilt : P '=PT .

Die Determinante einer Permutationsmatrix ist das Vorzeichen der zugehérigen Permutation, d.h.
detP, =gnpl {+1},

also +1 falspP durcheinegerade, und - 1, falls P durch eine ungerade Anzahl von Transpositionen erzeugt wird.

Der folgende Satz zeigt, dass die Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche theoretisch nur versagen kann, falls die
Matrix A singulér ist.

Satz1.1
Fir jede invertierbare Matrix A existiert eine Permutationsmatrix P derart, dass eine Dreieckszerlegung
PA=LR
moglich ist. Dabei kann P so gewéhlt werden, dass alle Elemente von L betragsméRig kleiner gleich 1 sind.

Beweis : Buch S.13/14

Bemerkung :
Esgilt : det A= det(P) det(LR) = sgn(p,) Xy, X..40,,
Allerdings: det(a xA) =a " xdet A
D.h. Uber die ganze Klasse dieser Transformationen betrachtet bleibt von der Determinante nur die
invariante Boolesche GroRe det A=0 oder det AT O iibrig.

Die Pivotstrategie lasst sich beliebig abandern, indem man die verschiedenen Zeilen mit unterschiedlichen statt gleichen Skalaren
multipliziert. Diesflhrt zur praktisch enorm wichtigen Frage der Skalierung.

Def. Zeilenskalierung : Multiplikation von A mit einer Diagonalmatrix von links
A® D,A

Def. Spaltenskalierung : Multiplikation von A mit einer Diagonalmatrix von rechts
A® ADg

Mathematisch gesprochen éndert man mit der Skalierung die Lange der Basisvektoren des Bildraumes (Zeilenskalierung)
bzw. Urbildraumes (Spaltenskalierung) der durch die Matrix A beschriebenen linearen Abbildung.
(physikalisch gesehen z.B. Anderung der Einheiten - z.B. von mm auf km)

Damit die L6sung des linearen Gleichungssystems AX = b nicht von dieser Wah! der Einheiten abhangt, muss das System
in geeigneter Weise skaliert werden :

A® A=D,AD,
wobei

D, =diag(s,,.--.S ) und D¢ =diag(t,,...t,) .



Auf den ersten Blick verninftig scheinen die folgenden Strategien :

a) Aquilibrierung der Zeilen beziiglich einer Vektornorm
Seé A' die i-teZeilevon A, und sei vorausgesetzt, dass keine Zeile eine Nullzeileist.
Setzt mandann Dg:=1 und

s, =|A ||l for i =1,..,n
so haben alle Zeilen von /& dieNorm 1.

b) Aquilibrierung der Spalten
Seien alle Spalten Aj verschieden von Null.

Setzt man dann D, =1 und
t :=||Ai||'l far j =1,...,n

so haben alle Spalten von A die Norm 1.

Problem :
Die berechnete L dsung X kann immer noch , ziemlich ungenau“ sein.
Man kdnnte die L ésung X verwerfen und versuchen, mit einer hoheren Maschi nengenauigkeit eine , bessere"
L 6sung zu berechnen.
Dabei wiirden jedoch alle Informationen verloren gehen, die man bei der Berechnung von X gewonnen hat.

Dieswird bei der sogenannten jter ativen Verbesser ung oder Nachiteration vermieden, bei der dasResiduum
r(y):=b- Ay=A(x-y)

explizit ausgewertet wird. Verschwande das Residuum, so wére die exakte Losung X gefunden.

Der absolute Fehler DX, := X- X, von X,:=X geniigt der Gleichung
AXDX, =1(X) - *)

Bei der Losung dieser Korrekturgleichung (*) erhdt man im Allgemeinen eine wiederum fehlerbehaftete

Korrektur DX, * DX, . Trotzdem erwartet man, dass die Naherungsl 6sung
X, =X, + DX,

»besser* ist als X .

Die Idee der Nachiteration besteht nun darin, diesen Prozess solange zu wiederholen, bis die Naherungslosung X; , genau genug*
ist.

Dabei beachte man, das sich das Gleichungssystem (*) nur in der rechten Seite von dem Urspriinglichen unterscheidet, so das die
Berechnung der Korrekturen DXI relativ wenig Aufwand erfordert.

(weiterfhrend in Kapitel 2.3.2 - ,, Beurteilung von Naherungsl 6sungen*)



1.3 Cholesky Zerlegung (fiir spd-M atrizen)

Motivation : Bei Gleichungssystemen mit spd-Matrizen kann die Dreieckszerlegung stark vereinfacht werden.

Satz1.2:

Fiir jede spd-Matrix existiert eine eindeutig bestimmte Zerlegung der Form A= LDL' ,
wobei L eine unipotente untere Dreiecksmatrix und D eine positive Diagonalmatrix (der Pivotelemente) ist.

Kor.1.3:
1

Da D =diag(d;) positiv ist, existiert D2 = diag(\/a) und daher die Cholesky-Zerlegung
1
A=LL' wobei L dieuntere Dreiecksmatrix L := LD? ist

Algorithmus der Cholesky Zerlegung
for K =1ton do

1

| ®e kl|202

. ‘é -a
=g

for i =k+1tondo
§a1k alu _/l

endfor
endfor

Beispiel fiir Cholesky-Zerlegung :

2 10
Gegeben: A= gl o=
1]

1.) mit LR-Zerlegung (A— LDLT)

1¢ (k) 1 0c¢
av =B 10 A L B 00
gl 25 al 2 %1/2 15
(k+1) _ A (k) @ 4 1 @_~ 1,3
a” Ik Xaiq D a21 —1' E>Q—O und a22 —2' EXJ.—E
b A® = & 1 0 b D:aé Og
~&o 3/29j €0 3/2;

0Oba2 00 & 1/2(')' & 004 1/20 2 10

% 3258 15 8 w2t 15 &8 2

Probe: LDL™ =
HLobe %1/ 2



2. Fehleranalyse

Es gibt zwei Arten von Fehlern :
Eingabefehler : Maschinengenauigkeit , Messfehler -f(X)- f(X) ® Kondition eines Problems

|x- fl(x)| qr
£ epsi=—

- relativer Fehler einer Gleitkommazahl d mit Mantissenlange | : | |

- Messfehler : absoluter Fehler/Toleranz d : X |X - )_(| £d xx (X =,wahrer* Wert)
Fehler im Algorithmus: Rundungsfehler , Approximationsfehler - F(X) - f(X) ® stabilitét eines Algorithmus
- Rundungsfehler: aob=(aob)(1+e) firein e =e(X,y) mit |e| £ eps

- Approximationsfehler : Berechnung des Sinus durch Reihenentwicklung

Machtlos gegeniiber Eingabefehlern.
Fehler im Algorithmus kann man durch Anderung des Verfahrens vermeiden bzw. verringern

Gleitpunktzahlen sind auf der reellen Achse nicht gleichverteilt !

Def. Maschinenepsilon €ps:=b*"' : (b - Basis | - Mantissenlange)
= kleinste Maschinenzahl, die zu 1 addiert einen von 1 verschiedenen Wert ergibt.

Def. absoluter / relativer Fehler :
Der absolute Fehler einer GroRe mit Sollwert X und Istwert X ist dX:= ||X- )_(” .

Ist X1 O, soist der relative Fehler definiert als




2.1 Kondition eines Problems
= Charakterisierung des Verhaltnisses von Eingabe- und Resultatmenge

Die Eingabe X ist logisch ununterscheidbar von allen Eingaben X , die sich im Rahmen der vorgegebenen Genauigkeit befinden.
Statt der exakten Eingabe X betrachtet man die Eingabemenge E aller dieser gestérten Eingaben X .

Abbildung 2.1. Eingabe- und Resullatmenge

Eine Maschinenzahl X reprasentiert demnach die Eingabemenge E = {)-ZT R: |)-Z - Xi £ eps%xl} .
Wiisste man hingegen, dass die Eingabe X mit einer absoluten Toleranz d : X vorliegt, so wére
die Eingabemenge E Z{XT R:|X- Y £d XX} :

Beispiel fir die Kondition eines Problems: zeichnerische Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden

H-H'H._.h.‘ T, ; ol h
_Lhn%_;: S ,_.,e-*"f
o L __:'__:_-"
S e e

Abbildung 2.2, Schnittpunkt » zweier Geraden g_ h {gut konditioniert)

Abbildung 2.3. Schieifender Schnitt (schlecht konditioniert)

1



Beispiel fiir die Kondition eines Problems: zeichnerische Bestimmung der Nullstellen einer Funktion

VAR

Abhildung 2 4. Schlecht kenditionierte Nullstelle bei xy. gut konditionierte bei x)

2.1.1 Nor mweise K onditionsanalyse

Die absolute normweise K ondition des Problems ( f, X) ist diekleinste Zahl K .. 2 O,
soda (%) F(|£Kp]X- fir X® X
Das Problem ist schlecht bzw. unsachmaf3ig gestellt, wenn es keine solche Zahl gibt.

Dier elative nor mweise K ondition des Problems ( f,X) ist diekleinste Zahl K ., 2 O,
f(X)- f . X -

(G- 109, %~ %
|10 4

fir X ® X

D.h. K, beschreibt die Verstérkung des absoluten FehlersundK ., die Verstarkung des relativen Fehlers.

Ein Problem ist gut konditioniert, falls seine Kondition klein ist.
AlsOrientierung : K o — 1 entspricht der reinen Rundung des Resultats.

Fur differenzierbare f gilt aufgrund des Mittelwertsatzes :

K..=|f un k,= |f'(X)||
bs || (X)" d rel "X“ ”f(X)”

, wobei ||f (X)|| die Norm der Jacobi-Matrix f '(X) in der zugeordneten Matrixnorm ||N| sup

I
Eh



Beispiel : Kondition der Addition (bzw. Subtraktion)

f:RP® R d.h. f(x,y)=x+y =} f'(x,y):gl Eg:(l 1)
X Yo
Wahlt man auf R? die 1-Norm ”(X y)T ” = |XI + |y| und auf R den Betrag, so folgt fur die Ableitung in der

zugeordneten Matrixnorm, dass || (X, y)|| = ||(1 l)" =1.

P Ky =1 wud Kk ZM
X+
Hierausfolgt, dass die Subtraktion zweier anndhernd gleicher Zahlen beziiglich der relativen Kondition schlecht
konditioniert ist, daindiesem Fall gilt:  [X+ )| <<|{+]y] U k4 >>1.
b Vermeidbare Subtraktionen anndhernd gleicher Zahlen vermeiden.
Falls unvermeidbar, diese an den Anfang des Algorithmus stellen. (siehe Vorwaértsanalyse)

Beispiel fur vermeidbare Ausléschung : L 6sen einer guadratischen Gleichung
2
f(X):=x>+px+q xlzz-ﬁi p—-q
2 4
Liegt eine Nullstelle in der Nahe von Null, so tritt Ausléschung auf.
Nach dem Satz von Vietajedochist  das Produkt der Nullstellen und somit lassen sich die beiden Ldsungen

2
stabil berechnen: x1:-%+sgn( p) pT- q . X, -4

X

Beispiel : Kondition einesLGS Ax=b
Betrachtet man bei der Lésung des LGS nur den Vektor b als EingabegroRie, so wird das Problem von der
Abbildung f (D) := A"'b beschrieben.

Diese st beziiglich b linear, sodaR f'(b) = A™*.

Al
P Kaps = ||A1|| und Ky = "b” T|||A J” — % >1|A 1"

Es lassen sich aber auch leicht Stérungen in A beriicksichtigen.
Die Abbildung f (A) = A"'b ist nichtlinearin A, aber differenzierbar.

Lemma2.l:
Die Abbildung g : GL(n) 1 Mat (R) ® GL(n) mit g(A) = A " ist differenzierbar, und es gilt

g'(AXC=-A"CxA!  firdle CT Mat, (R)
Beweis: Buch S.35
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Aus dem Lemma folgt fiir die Ableitung der Lésung f (A) = A*b desLGSnach A, dass
f'(A>C=-A">CxAb=-A'>Cxx fur C] Mat, (R).

Hierausfolgen nun die Konditionen

oe = =ap]Cosf g [ i

K.g ”A“"f (A)||£||A||>1|A " ( Abschétzung siehe oben )

i

DieGrore k (A) = ||A“ >1|A1|| wird Kondition der Matrix A genannt.

Sie beschreibt insbesondere die relative Kondition eines linearen Gleichungssystems AX = b fiir alle méglichen rechten
Seiten b1 R".

o
X,_1||A>4|

Vorteil : Auch fur nicht invertierbare und rechteckige Matrizen wohldefiniert.

Eine andere Darstellung fur K (A) ist k(A) = [0 ¥] (Buch Ubung 2.12)

Aus dieser Darstellung ergeben sich sofort folgende drei Eigenschaften von K (A) :
1) k(A1

2) k(a:A) =k(A) furdleal R , a0

3) Al Oistsingular U k(A)=¥

D.h. die Kondition K (A) einer Matrix ist im Gegensatz zur Determinante det A invariant unter den skalaren

Transformationen A® a : A.
Zusammen mit den Eigenschaften 1) und 3) kann diese Konditionszahl daher eher zur Charakterisierung der L 6sbarkeit
eines LGS herangezogen werden als die Determinante.

2.1.2 Komponentenweise K onditionsanalyse

Gunstiger, weil alle Eingaben in einen Rechner mit einem relativen Fehler in den einzelnen Komponenten behaftet sind
und so einige Phdnomene bei der normwei sen Betrachtung nicht erklart werden kénnen.

Auch nimmt die normweise Betrachtung z.B. bei LGS keine Riicksicht auf eventuell vorliegende Spezial strukturen
einer Matrix A, sondern analysiert das Verhalten beziiglich beliebiger Stérungen dA, d.h. auch solcher, die diese
Spezialstruktur nicht erhalten.

Beispiel : Kondition einer Diagonalmatrix

a Oo
Die L6sung eines Gleichungssystems AX =D mit einer Diagonalmatrix A= g ,

go e's
ist offensichtlich ein gut konditioniertes Problem, da die Gleichungen vollkommen unabhangig voneinander
(entkoppelt) sind. (Dabei wird nattrlich implizit vorausgesetzt, dass die Stérungen die Diagonal gestalt erhalten.)

Die normweise Kondition k , (A) = |A], >1|A'1||¥ —De =2 wirdfirkene e £1 jedoch beliebig groR.
e

Erwartungsgemal? sollte die Kondition einer Diagonalmatrix, d.h. eines vollstandig entkoppelten Gleichungssystems,
stets 1 betragen — wie flr eine skalare Gleichung.
P Einfiihrung der komponentenweisen K onditionsanalyse

14



Def. komponentenweise K ondition :
Die (im Urbild) komponentenweise K ondition des Problems (f ,X) ist die kleinste Zahl k rel 3 0, sodass

160~ {4, £k q ><m_axu fir X ® X.
[0l Y
Alternativ kann man die relative komponentenweise K ondition auch wiefolgt definieren :
R - (), %-x
maXx ———— £k >max— fur X ® X.
T i) |>q|

Die Anwendung des Mittelwertsatizes  f (X) - f(x) = Qo f'(X+tX(X- X)) XX - X) dt liefert komponentenweise
| f(X) - f(X)| £ 6_0| fr(x+txX- X))| >1()~(- X)| dt  unddaher

e eptA
A ETSTN

Beispiel : Kondition der Multiplikation
Die Multiplikation zweier reeller Zahlen wird durch die Abbildung f : RZ® R , (x,y)" = f(Xy) = xy

of ﬂft’)

beschrieben. Sieist differenzierbar mit f'(X,y) = g—,——x = (Y, X) und somit folgt

ﬂ ﬂzﬂ
R O
SN TRV %

® Die Multiplikation ist daher noch gut konditioniert zu nennen.

Beispiel : Kondition des Skalarproduktes

(xy)=a xy, EsgiltdieAbbildung f:R*"® R , (XY)> (X ) anderStelle (X, y) auszuwerten.
i=1

Da f differenzierbar ist mit f'(X,y) =(y",x") ,folgt

TP, [y A ()
Tl ol o)
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Beispiel : komponentenweise K ondition eineslinearen Gleichungssystems (Skeelsche K ondition) Ax=Db
Betrachtet man nur den Vektor b als EingabegroRe, so wird das Problem von der Abbildung f (b) = A™*b beschrieben.

P f'(b)=A" da f beziglich b linear

T (T e
re - -
| (o) |, | A, | 1,

Mit dieser, von Skeel eingefihrten, Zahl lassen sich die Stérungen X-x,X=A" wiefolgt abschétzen :

MEkrd e fir |5- b|£e>1b|

I,

Betrachtet man Stérungen in A, so gilt :

Die Abbildung f (A) = A''b ist differenzierbar mit f'(A)>C =- A 'CA'b=- A 'Cx fir CT Mat, (R).

@Al 1A A,
[Tl M.

Féasst man diese Ergebnisse zusammen und betrachtet Stérungenin A und b, so addieren sich die beiden relativen
Konditionen auf, und man erhélt die Kondition fiir das Gesamtproblem :

CVATAAA (ARl A A,
re 7 M, 2T

Setzt man fir X den Vektor € = (1,...,1) ein, so ergibt sich eine Charakterisierung der komponentenweisen Kondition
von AX =D fir alle méglichen rechten Seiten b:

IGRELEETS
Id,

.Diese Kondition K  (A) erfillt die gleichen drei Eigenschaften wie K (A) (siehefriher)

P K.

= || |A'l| >1A4 ”¥ mit der sogenannten Skeelschen K ondition K . (A) ::" |A'l| >1A4 ||¥

1
=k, £
2 rel

und zusétzlich die eingangs geforderte Eigenschaft K - (D) =1 fiir jede Diagonalmatrix D .
Sieist sogar invariant unter Zeilenskalierung, d.h. K - (D xA) =K . (A),

da |(DA)'1|>1DA| :|A‘1| >1D'1| 4D %A :|A'1| 1A .
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2.2 Stabilitatskonzepte

Definition: f (E):= UFE).

Fif

2.2.1 Vorwartsanalyse
Analyseder Menge R:= f (E) aller durch Eingabefehler und Fehler im Algorithmus gestérten Resultate.

Ist F~i von der gleichen GroRenordnung wie R, soist der Algorithmus stabil im Sinne der Vorwértsanalyse.

- £y — ~
e S = ~ ‘
Il"f -"'-"-FF:"\":I,'-" S T,'_ : ' i =30 \\5 b
L F o F 3 e r@ )
\& "/ L ]
1‘.. (ol e -
| i)

4 3 () = 9 * £ - . 1 ”
Abbildung 2.5, Eingabemenge und Resultaimengen bei der Vorwiirtsanalyse

Der vom Algorithmus verursachte Fehler F(X) - f (X) mussin Beziehung gesetzt werden zum
unvermeidbaren Fehler K, >Xeps. (eps = Eingabefehler)

Def. Stabilitatsindikator der normweisen Vorwértsanalyse :
= Faktor um den der Algorithmus den unvermeidbaren Fehler verstarkt.

= kleinstmégliche Zahl S 3 0, so dassfirale X1 Egilt :
[f0- 1)
[f &

£s X%, xeps fureps® 0

wobei ]? im Folgenden die Gleitkommarealisierung eines Algorithmus zur L&sung des Problems ( f, X) ist.

Analog:

Def. Stabilitatsindikator der komponentenweisen Vorwaértsanalyse :
= kleinstmogliche Zahl S 3 0, so dass

100 &)
MaX ———————
T

S XK, 4 Xeps , wobei K, = komponentenweise relative Kondition von (f ,X)

Der Algorithmus f heiRt stabil im Sinne der Vorwértsanalyse, fallsS kleiner alsdie Anzahl
der hintereinander ausgefiihrten Elementaroperationen ist.

17



Lemma?2.2:
Fir die Elementaroperationen {+,- ¥ ,/} und ihre Gleitkommarealisierungen {-AF,-‘,* ,/} gilt :

S X4 £1
Bewels:
aocb=(acb)(1+e) firene mit |e|£ eps. Hierausfolgt :
|asb- acl| _|(acb)(l+e)- aoh
= =el£ ed.
o L o

Beispiel : Stabilitat der Subtraktion
Im Fall der Ausléschung , K >>1 | ist der Stabilitétsindikator sehr klein, S <<1.

Die Subtraktion ist in diesem Fall also hervorragend stabil und bei totaler Ausléschung sogar fehlerfrei, a<b=a- b.

LemmaZ2.3:
Sowohl im norm- als auch im komponentenweisen Konzept gilt fiir den Stabilitétsindikator S ¢ des

Zzusammengesetzten Algorithmus ]? = ﬁ o ﬁ , dass
s¢k; £ s k,+skk,.
Beweis: S.45

Schluf¥folgerung :
- Unvermeidbare Subtraktionen moglichst an den Anfang des Algorithmus stellen.
Denn da fir jede Elementaroperation S >kre| £ 1 gilt, droht Gefahr fiir die Stabilitét der zusammengesetzten

Abbildung f =ho g nur, falsessich bei der zweiten Abbildung h um eine Subtraktion handelt,
sodassk, >>1.

Lemma24:
Sind die Funktionen g und h ausLemma 2.3 skalar und differenzierbar, so gilt fiir den Stabilitétsindikator S , des

zusammengesetzten Algorithmus f =h o ﬁ , dass

s
sf£k—“+sg.

g
Beweis: S.47

Schluf¥folgerung :
Ist die Kondition K g des ersten Teilproblems sehr klein, K g << 1, sowird der Algorithmus also instabil.

Einekleine Kondition lasst sich auch als Informationsverlust interpretieren :
Eine Anderung der Eingabe hat so gut wie keinen Einfluss auf das Resultat.
Ein solcher Informationsverlust zu Anfang des Algorithmus hat daher Instabilitét zur Folge.

Desweiteren schlégt sich eine Instabilitdt zu Beginn des Algorithmus (grof3esS g ) voll auf den Gesamtal gorithmus durch.

TODO : Beispiel : cos mx S.47/48 ?7??
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Beispiel : Summation von n reellen Zahlen (komponentenweise Vorwar tsanalyse)

n

Der einfachste Algorithmusfiir dieSumme S, i R" ® R, (X,..,X,) > & X, istihre rekursive Berechnung
i=1

gemaR S, =S, ,0a, farNn>2 und S, =a,, wobei @, :R"® R™ | (X,.., X,) > (X + %5, X500, X )

die Addition der ersten beiden Komponenten bezeichnet.

Konditionszahl und Stabilitétsindikator von @, stimmen mit denen der Addition zweier Zahlen tberein,

dh.k, =k, unds, =s,.

Mit den Bezeichnungen K ; :=K und S =S gilt nach Lemma2.3, dass

J ]

ak, £ s Kk, ;+s k.K . ;=(s,.,+ts.k,)X, ; £ (@Q+s,.)X, .

X +|Y
- Erinnerung : Konditionszahlen der Addition: K, =1 und K 4 ZM.
[x+ 4
n n
o] o
a x| a x|+
Fur die Konditionen K, gilt somit, dass ~ k, =+ 2+—31 und k., =132 £k,
& J
i i
i=1 i=1
1
unddahers , £E1+s ;. Das, =S, £—£1 folgtfur den Stabilitatsindikator S , £n- 1.
k

+

Bei den benétigten N - 1 Elementaroperationen ist der naive Algorithmus zur Summenbildung also numerisch stabil.

Beispiel : Ausfuhrung des Skalar produktes
Unterteilung der Berechnung des Skalarproduktes in die komponentenweise Multiplikation

Pp:R" R"® R" , ((%),(y,)) (X;y.) gefolgtvon derim letzten Beispiel analysierten Summenbildung.
Dh f =s 0op.

Nach Lemma 2.3 gilt zusammen mit Lemma 2.2 und der Abschéatzung des Stabilitétsindikators im letzten Beispiel, dass
sky E(s,+s k)X, £@Q+s )X, Enxk, und daher

3
a xvl
i=1

d
a Xy
— i=1 —
=N—/———=
f [¢]
a |Xi yi|

2 i=1
J
a Xy
i=1
Bei 2N- 1 Elementaroperationen ist dieser Algorithmus fiir das Skalarprodukt also numerisch stabil.

=~

n

s En

x
NS
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2.2.2 Ruckwaértsanalyse
Die durch den Algorithmus verursachten Fehler werden auf die Eingabegréf3en zuriickgespielt und so
als zusétzliche Eingabefehler interpretiert.

Abbildung 2.6. Eingabemengen und Resultatmenge bei der Rilckwiirtsanalyse

Die fehlerbehafteten Resultate Y = F()?) werden als exakte Ergebnisse Y = f (X) zu gestérten
Eingabegrofien X aufgefalit.

Dies gelingt nur, wenn f (E) im Bildvon f liegt.

Ist dies nicht der Fall, so ist eine Rickwartsanalyse nicht méglich, und der Algorithmus instabil

im Sinne der Rickwartsanalyse.

Fir nicht injektive Abbildungen f wird esmehr asein X1 f *(y) geben.

Hier wahlt man das Element X mit der geringsten Abweichung von der Eingabe X , d.h. ||)A( - i” =mn .
p E={&: f())=f(X) und |R- X|=min fir énXi E}

Das Verhéltnis von é zur Eingabemenge E ist ein MaR fir die Stabilitat im Sinn der Riickwértsanalyse.

Def. normweiser Riickwartsfehler :

Der normweise Riickwértsfehler des Algorithmus f zur L6sung des Problems ( f, X) , ist die kleinste Zahl, fir die
firale X1 E ein X existiert, so dass

£h fireps® 0.

Analog:
Def. komponentenweiser RUckWartsfehlgr
= kleinste Zahl, fur diefir alle X1 E ein X existiert, so dass

mgx%Eh fir eps ® O .

Der Algorithmus heiRt stabil beziiglich des relativen Eingabefehlers d , falls
h<d.

Fir den durch Rundung verursachten Eingabefehler d = eps wird definiert :

Def. Stabilitatsindikator der Rickwartsanalyse :
h

Sp=—

eps

In der Definition taucht die Kondition des Problems nicht auf.



Die Ruckwaértsanalyse bendtigt im Gegensatz zur Vorwértsanalyse keine vorhergehende K onditionsanalyse des Problems.
Auch sind die Ergebnisse leicht durch den Vergleich von Eingabefehler und Rickwértsfehler zu interpretieren.
Aufgrund dieser Eigenschaften ist die Rickwartsanalyse insbesondere bei komplexeren Algorithmen vorzuziehen.

Lemma?2.5
s £s,

Insbesondere folgt aus der Riickwaértsstabilitat die Vorwartsstabilitat.
Beweis: S.50

Lemma2.6
Gegeben sei dierekursive Vorschrift

(6 ¥) = %y, + (X2, yP)

zur Auswertung des Skalarproduktes, wobei X" := (X,..., X, ;)" und Y™V = (Y, Yo 4) T

In dieser Form findet es sich meistens auf sequentiell arbeitenden Rechnern.
Hier nun die Frage nach der Stabilitét beziiglich der Eingabe X , dadiese spéter bei der Rlickwartsanalyse der
GauR-Elimination fr die Analyse der Ruckwartssubstitution benétigt wird.

Die zugehorige Gleitpunktrealisierung des Skalarproduktes berechnet fir X, yT R" eine Losung <X, y) so dass

(xy), =(Xy) firein X1 R" mit [x- X £ n>epsHiy
, d.h. der relative komponentenweise Riickwértsfehler betragt h £ n:eps.

fl?

Das Skalarprodukt ist also (bei 2N - 1 Elementaroperationen) stabil im Sinne der Riickwértsanalyse.
TODO : Beweis: S.51 ?7??

2.3 Anwendung auf linear e Gleichungssysteme (K onzepte der Kondition und Stabilitat)

Nochmals die Fragestellung : Wann ist ein lineares Gleichungssystem AX = b |6sbar ?
Im Unterschied zu Kapitel 1, wo diese Frage auf der fiktiven Basis der reellen Zahlen beantwortet wurde,
wird hier nun die oben hergel eitete Fehlertheorie herangezogen.
Entsprechend wird die charakteristische GroRe det A durch Konditionszahlen zu ersetzen sein.
Bei der normweisen Konditionsanalyse folgte
X-X| .
” " £k, 4 d wobei d der relative Eingabefehler von A (oder D) ist. (*)

AlsResultat fur die relative Kondition fol gte bei normweiser Betrachtung

o =l A =K

und bei komponentenweiser Betrachtung

LI

Desweiteren folgte fir eineMatrix Al Mat_ (R) , welche nicht die Nullmatrix ist, dass
dt A=0 U k(A =¥

“E|[ApAAl], ke
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Falsk (A) <¥ , wére daslineare Gleichungssystem also fiir jede rechte Seite im Prinzip eindeutig | 6sbar.

Andererseits [&sst (*) nur dann ein numerisch brauchbares Resultat erwarten, fallsK ., >d hinreichend klein ist.
Darliber hinaus muss anstelle einer einzelnen Matrix A die Menge aller von A nicht zu unterscheidenden Matrizen, also z.B.

e={A:]A- A 244

betrachtet werden.
Es bietet sich deshalb an, eine Matrix A mit der relativen Genauigkeit d , fast singular“ oder , numerisch singul&r* zu nennen,
falls die zugehdrige Eingabemenge mindestens eine (exakt) singulére Matrix enthalt.

Def. ,fast sinqulére® Matrix :
EineMatrix A heif3t fast singuldr oder numerisch singulér beziglich der Kondition K (A) , fals

d:k(A)31 wobei d dierelative Genauigkeit der Matrix A ist.

Fir die Rundungsfehler bei der Eingabe von A in einen Rechner wird z.B. angenommen, dassd = eps.
Beispiel :
a 10 20
Ax=D : A=g =, blzgei ,wobei 0 <e <<1 die Eingabe darstellt.
0 ey P

DieMatrix A und die rechte Seite b1 haben den gemeinsamen Eingabewert € ; sie sind also miteinander verkoppelt.
Daher ist die Kondition der Matrix

1
—| a2 —
k(A =|A%), 1A, ==>>1
. et e o . 280
nicht aussagekréftig fir die Lésung des Problems (f,,e) f,(e)=A"b = %1:
(%]
Die Lésung ist sogar unabhangigvon €, d.h. f,'(€) =0 , und somit ist das Problem fiir alle € gut konditioniert.

a0
Betrachtet man jedoch eine von € unabhéangige rechte Seite b2 =&, =, sofolgt fur die Lésung

7]
B/eo
f,(e)=A'b, =x, = g/eg
und fir die komponentenweisen Konditionen
o= L _lIt" @l | _
Kass =| T (e)||-; und K g —W—l

In diesem Fall ist nur noch die Richtung der L6sung gut konditioniert,was sich in der relativen Kondition widerspiegelt.



2.3.1 Ruckwaértsanalyse der Gaul3-Elimination

Wie gesehen, ist die Berechnung des Skalarproduktes in Gleitkommaarithmetik stabil im Sinne der Rickwaértsanalyse.

Dieim ersten Kapitel besprochenen Algorithmen zur L 6sung eines linearen Gleichungssystems erfordern im Einzelnen nur die
Auswertung von Skalarprodukten bestimmter Zeilen und Spalten von Matrizen, so dass sich auf der Grundlage dieser
Uberlegungen eine Riickwértsanalyse der GauRRschen Eliminationsmethode durchfiihren | &sst.

Satz 2.7 (Ruckwartsanalyse der Gaul3-Elimination)
Die Gleitkommarealisierung der Vorwértssubstitution zur Lésung eines gestaffelten Gleichungssystems LX =b

berechnet eine L6sung X , so dass eine untere Dreiecksmatrix L existiert mit

Lx=b und||:- L|£n>eps>1L|,
d.h. fur den komponentenweisen relativen Riickwartsfehler gilt h £ n:eps und die Vorwértssubstitution ist stabil
im Sinne der Riickwartsanalyse.

Bewels:
Der Algorithmus fur die Vorwartssubstitution l&sst sich wie beim Skalarprodukt rekursiv formulieren :
X = by - (142, x2) fir k =1,..,n , wobei wieder gilt
k-1) .— U k-1) .— U
| D = (Ik,li"'ilk,k-l) und  X®P = (X Xy )
Redlisiert in Gleitpunktarithmetik ergibt sich die Rekursion
5 k-1) &(k-1
Ikk >(1+dk)>(1+ek)xxk - bk B <|( )’X( )>

fl

,wobei die d, und €, mit |d, |,|e,| £ eps die relativen Fehler der Muitiplikation bzw. Addition beschreiben.
Uber die Gleitkommarealisierung des Skalarproduktes ist nach Lemma 2.6 bekannt, dass

<|(k-1) ;(<k-1)> :<|“(k-1) ;((k-1)>
) ﬂ )

A ~

~ \T ~
fir einen Vektor 1 2 :(Ik,l,...,lk,k_l) mit [0 - 169 £ (k- 1) epsf O]
Setzt man nun noch fkk =l X1+d, )X1+e,), sogilt wie behauptet
Lx=b und |I:- L|£n>eps>1L| . Q.ed.

Alserstes Resultat zur Riickwértsanalyse der Gaul3-Elimination wird nun die Qualitét der LR-Zerlegung beurteilt :

Lemma 2.8 (Ruckwartsstabilitat der L R-Zerlegung)
A besitze eine LR-Zerlegung. Dann berechnet die Gau-Elimination L und R, so dass

LR=A for eineMatrix A mit |A- A{E n>{I:| >1lii xeps .

ohne Beweis

Satz 2.9 (Ruckwartsstabilitat fiir GauR-Algorithmus ohne Pivotisierung)
A besitze eine LR-Zerlegung. Dann berechnet das Gaufsche Eliminationsverfahren fiir das Gleichungssystem AX =D
eine Lésung X mit

AR =b .

ohne Beweis
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Daraus leitet sich nun die folgende Aussage Uber den normweisen Rickwartsfehler der Gaul3-Elimination mit
Spaltenpivoting ab, welche auf Wilkinson zuriickgeht :

Satz 2.10
Die GauR-Elimination mit Spaltenpivoting fiir das Gleichungssystem AX =b berechnet ein X, so dass

NS — A N A- 4|¥ 3
AX=Db fir eineMatrix A mit ———% £2n°x (A)>eps

Al

und a ., der grofte Betrag eines Elementesist, welcher im Laufe der

a
,wobei I (A)=—"—
"?,?X|aﬂ|

Elimination in den Restmatrizen A® = A bis A" = R auftritt.

Beweis:
Im Folgenden werden die im Laufe der GaulR-Elimination mit Spaltenpivoting PA = LR berechneten GréRen
mit P,L, R,X bezeichnet.

Dann besitzt PA eine LR-Zerlegung und nach Satz 2.9 existiert eine Matrix A ,sodass AX =b und
|A- 4 £ 2n=PT >1I:|>erps :

Wendet man hierauf die Supremumsnorm an, folgt wegen IS y =1, dass
A- A, £2nf(] AR], eps. ®)
¥ ¥ ¥
Die Spaltenpivotstrategie sorgt dafiir, dass alle Komponenten von L vom Betrag kleiner oder gleich einssind, d.h.
L| £n.
¥
Die Norm von R l&sst sich abschétzen durch
R“¥ £ n><rri]’z?xrij|£ na,., .
D.h. ||A A“ £2n’sa __ >eps
¥
A-A, o a
Da max|aij| £||A“¥ , folgt die Behauptung ——— £ 2n° x—™ _xens . Q.ed.
1Al max|a, |

Die Frage nach der Stabilitét | &sst sich nach Satz 2.10 nicht eindeutig beantworten. Es hangt offenbar von der Zahl 1 (A) ab,
ob sich die Matrix fir die Gau3-Elimination eignet oder nicht. Im Allgemeinen lasst sich diese GroéRe nur durch

r.(A)£ 2"t
abschéatzen, wobei diese Abschatzung scharf ist, da die Grenze fir die von Wilkinson angegebene Matrix
gl 16
&1 P ,
AN C: . . + angenommen wird.
é- 1 - -1 14
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Die Gauf3-Elimination mit Spaltenpivoting ist also Uber die ganze Menge der invertierbaren Matrizen betrachtet nicht stabil.
Fir spezielle Klassen von Matrizen sieht die Situation jedoch wesentlich besser aus:

Art der Matrix Spaltenpivoting r. £
invertierbar Ja 2™t
obere Hessenberg-Matrix Ja n

A oder A" strikt diagonal dominant Uberfllssig 2
tridiagonal Ja 2
symmetrisch positiv definit Nein 1
Statistik Ja n*3 (im Mittel)

So ist die Gaul3-Elimination fir spd-Matrizen (Cholesky-Verfahren) ebenso wie fir strikt diagonaldominante Matrizen stabil .
Gestiitzt von statistischen Uberlegungen kann man sagen, dass die GauR-Elimination ,,in der Regel, d.h. fiir iiblicherweisein
der Praxis auftretende Matrizen, stabil ist.

2.3.2 Beurteilung von Naher ungsl 6sungen
Zu einem linearen Gleichungssystem AX =D liege die Naherungslosung X vor.

Frage: Wieqgut ist diese Lésung ?
P DasResiduum 1 (X) :=b- AX muss moglichst klein sein.
Problem : DieNorm |r(X)|| kann durch eine Zeilenskalierung AX=b ® (D, A)x = D, b beliebig verandert

werden, obwohl das Problem selbst dadurch nicht verandert wird.
Dies I&sst sich auch an der Invarianz der Skeelschen Kondition K . (A) beziiglich Zeilenskalierung ablesen.
Das Residuum kann daher hochstens dann zur Beurteilung der Néherungsl dsung X herangezogen werden, wenn es eine
problemspezifische Bedeutung besitzt. Besser geeignet ist das Konzept des Rickwartsfehlers.
Fur eine Naherungslosung X eines LGS lassen sich die normweisen und komponentenweisen Riickwartsfehler direkt angeben.

Satz2.11
Der normweise relative Riickwartsfehler einer Naherungslosung X eines linearen Gleichungssystems

f(Ab)=f b beziglich |(Ab)]:=|/A]+|b] ist

|AX-
| AA] [l

hN(;():

Beweis : Fachliteratur

Satz 2.12 (Prager & Oettli)
Der komponentenweise relative Rickwartsfehler einer Naherungslosung X von AX =D ist

|A§_ b|i

A CECED

Beweis: Buch S.58
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3. Lineare Ausgleichsprobleme

Verallgemeinerung des L dsungsbegiffes auf rechteckige (liberbestimmte) Glei chungssysteme.

3.1 GaulRsche M ethode der kleinsten Fehler quadr ate

3.1.1 Problemstellung :

Gegeben seien M Messpunkte (t,,0.) , diez.B. die Zustéande b, eines Objektes zu den Zeiten t; beschreiben.
Eswird angenommen, dass diesen Messungen eine Gesetzméafdigkeit zugrunde liegt, so dass sich die Abhangigkeit von
b von t durch eine Modellfunktion] mit b(t) =j (t;X,,...,X,) ausdriicken |&sst, wobei in die Model Ifunktion

N unbekannte Parameter X; eingehen.

Beispiel : Ohmsches Gesetz

b

t I fs 4 Ig I
Abbildung 3.1. Lineare Ausgleichsrechnung beim Ohmschen Geselz

Aufgabe : Eine Gerade durch den Nullpunkt legen, die dem Verlauf der Messungen ,,méglichst nahe* kommt.
Die Messungen sind in der Regel fehlerbehaftet, und auch die ModelIfunktionen stellen stets nur eine ungefahre
Beschreibung der Wirklichkeit dar. (So gilt das Ohmsche Gesetz anndhernd nur in einem mittleren Temperaturbereich.)

D.h. eswird gefordert, dass b, » ] (t;; X;,..., X,,) (fur i =1,...,m). Nun gibt es mehrere Mglichkeiten, die einzelnen
Abweichungen D, =B -j (t;;%;,...,X,) zugewichten.
Aufgrund wahrscheinlichkeitstheoretischer Uberlegungen wahlte GauR die Quadrate D2I aus.
m
Dh D*=8 D¢ =min . *)

i=1

o = max . Der Exponentialterm charakterisiert

(x-my?

e >’ . ® Maximum-Likelihood-Methode.

Bemerkung : Aquivalenz zum Maximierungsproblem €

hierbei die GauRsche Normalverteilung f (X) =

1
SA/2p
In der Form (*) sind die Fehler der einzelnen Messungen alle gleich gewichtet.

Normalerweise sind die Messungen (t;,1,) jedoch unterschiedlich genau. Zu jeder einzelnen Messung b, gehort also eine
absol ute Messgenauigkeit bzw. Toleranz db, .
.2
. . . g ab, 0 .
P Wichtung der einzelnen Fehler mit der Toleranz: g gﬁz =mn.
i=1 (%]
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3.1.2 Normalgleichungen

Geometrisch gesprochen sucht man bei der Lésung des linearen Ausgleichsproblems nach einem Punkt Z = AX aus dem
Bildraum R(A) von A , der den kleinsten Abstand zu dem gegebenen Punkt b hat.

Fir m=2und n =1ist R(CA) I R? entweder nur der Nullpunkt oder eine Gerade durch den Nullpunkt. (siehe Abbildung)

Fal
P
TEx Tl 4 ]
L / v — Ax
.l'?,/
fﬁf (‘ Y R(A)
/ T
/" Ax
.-""F-d-.

Abbildung 3.3, Projektion auf den Bildraum R(A)

Anschaulichist klar, dass die Differenz b- AX gerade senkrecht auf dem Unterraum R(A) stehen muss, damit der
Abstand [b- AX| minimal ist.

Mit anderen Worten : AX ist die orthogonale Projektion von b auf den Unterraum R(A) .

Satz 3.1
Sei V ein endlichdimensionaler euklidscher Vektorraum mit Skalarprodukt (>§>} .U T V einUnterraum und

u' ={VT V:i{vu)=0 fir aleul U} sein orthogonales Komplement in V .
Dann gilt fur alle vi V beziiglich der von der Skalarprodukt induzierten Norm ||V|| = .,KV,V , dass

Iv-ul=minfv-u] O v-u TUT

ul U
Beweis: Buch S.70
Bemerkung 3.2
Damit ist die L6sung ul U von ||V - u|| = min eindeutig bestimmt und heiRt orthogonale Projektion von V auf U .
DieAbbildung P:V® U v Piv it |v- Py =minfv- u
ul

ist linear und wird orthogonale Projektion von V auf U genannt.
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Satz 3.3
Der Vektor X1 R" ist genau dann L ésung des linearen Ausgleichsproblems ||b - AX" = min , falls er die sogenannten

Nor malgleichungen ATAx=A"b erfuillt.
Insbesondere ist das lineare Ausgleichsproblem genau dann eindeutig | 6sbar, wenn der Rang von A maximal ist,
dh. Rang(A) =n.
Bewels:
Satz 3.1 angewandt auf V = R™ undU = R(A) gilt
Jo- A=min U (b- Ax,AX)=0 furale xT R"
U <AT(b- AX), x'> =0 farale X7 R"
U AT(b- AX)=0
U ATAx=ATb
und daher die erste Aussage.
Der zweite Teil folgt nun aus der Tatsache, dass A" A genau dann invertierbar ist, wenn Rang(A) =n. Q.ed.
Bemerkung 3.4

Geometrisch besagen die Normalgleichungen gerade, dassb- AXeineNormaleauf R(A) I R™ ist. Daher der Name.

3.1.3 Kondition des Projektionspr oblems
Die relative Kondition des Projektionsproblems (P, b) beziiglich der Eingabe b héngt offenbar stark von dem Winkel J ab,

den b mit dem Unterraum V einschlieft.

Abbildung 3.4. Projektion aof den Unterraum V

Ist der Winkel klein, d.h. b » Pb, so finden sich Stérungen von b nahezu unverandert im Ergebnis Pb wieder.
Andererseits auRert sich eine kleine Stérung von b in groRen relativen Schwankungen von Pb, wenn b fast senkrecht
auf V steht.
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Lemma 3.5
Sé P:R™ ® V dieorthogonale Projektion auf einen Unterraum V' des R".

Fur die Eingabe b bezeichne J den Winkel zwischen b und V , d.h. snd = "b ||bi|3d| .
Dann gilt fur die relative Kondition des Problems (P, b) bezuiglich der euklidschen Norm, dass
= m,.
Beweis:
Nach Pythagoras gilt ||Pb||2 = ||b|| ||b Pb” und daher ” ” =1- 9n?J =cos?J .

Da P linear ist, ergibt sich daraus fir die relative Kondition von (P b) wie behauptet

] bl 1
k = P'(b)| = P = . ed.
P O = e = o = e P Qed.
T2
[ol
Lemma 3.6
Fir eine Matrix Al Mat . (R) von maximalem Rang p = n gilt
Ko (ATA) =k, (A)?.
Beweis:
Nach der Definition der Kondition einer rechteckigen Matrix gilt
ax || AX], max(A AX, x) T
|x| 1 _ M ma (A" A) T
k,(A)? = =k,(ATA) Q.ed.
2 A, (A A AR

Satz 3.7 (Kondition des linearen Ausgleichsproblems)
ss Al Mat, . (R) ., m3 n eineMatrix von vollem Spaltenrang, bl R",und X die (eindeutige) Lésung des

Linearen Ausgleichsproblems ||b- A)(”2 =min .

Es sei vorausgesetzt, dass X 1 O und J bezeichne den Winkel zwischen b und dem Bildraum R(A) von A, d.h.

[b- A, _Irl,
o, [l

euklidschen Norm

anJd =

mit dem Residuum I =b - AX. Dann gilt fiir die relative Kondition von X in der

beziiglich Stérungen in b
k,(A
k£ K (A
cosJ
bezuglich Stérungen in A
k £k,(A)+k,(A)? xan]
Beweis: Buch S.73/74



3.1.4 Losung der Nor malgleichungen

Geht man davon aus, dass das lineare Ausgleichsproblem eindeutig 16sbar ist, d.h. Rang(A) =n, soist A" A eine spd-Matrix.

Daher hietet sich das Cholesky-Verfahren an. Fir den Aufwand zur L6sung des linearen Ausgleichsproblems mit Hilfe der
Normal gleichungen ergibt sich dann (Anzahl der Multiplikationen) :

1
a) Berechnung von AT A :~=n’m
T 13
b) Cholesky-Zerlegung von A" A D~ E n

Fir M >> N Gberwiegt der Anteil von a), so das der Aufwand insgesamt

1 ) 2 3 )
~ En m fiar m>>n und ~ gn far m» N betréagt.

Die Ldsung linearer Ausgleichsprobleme tber die Normalgleichungen mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung kann nur fur
groRe Residuen empfohlen werden, da bei kleinen Residuen der Ubergang zu den Normal gleichungen eine Verschlechterung der
Kondition bedeutet.

3.2 Orthogonalisierungsver fahren
Jeder Eliminationsprozess fiir lineare Gleichungssysteme, wie z.B. die Gaul3-Elimination, lasst sich formal in der Form
f, f, f
A® B A® B,B A® ..® B,..B A=R
darstellen, wobei die Matrizen Bj die Operationen auf der Matrix A beschreiben.

Bei der rekursiven Stabilitétsanalyse in Kapitel 2 folgte, dass die Stabilitétsindikatoren der Teilschritte eines Algorithmus
verstarkt werden durch die Konditionen aller folgenden Teilschritte.

Beim oben beschriebenen Eliminationsprozess sind z.B. die Konditionen der Eliminationsmatrizen Bj = Lj der Gauf3schen

Dreieckszerlegung nicht nach oben beschrénkt, so dass es dabei zu I nstabilitdten kommen kann.
Wahlt man hingegen statt der LJ- orthogonale Transformationen Qj fur die Elimination, so gilt bzgl. der euklidschen Norm, dass

k@) =R, 1, =l ], fei, =1

+ Diese sogenannten Orthogonalisier ungsver fahren sind also auf jeden Fall stabil.
- Leider ist diese Stabilitét mit einem etwas htheren Aufwand verbunden als z.B. bei der Gaul3-Elimination.
+ Aufgrund der Invarianz der euklidschen Norm beziiglich orthogonaler Transformationen eignen sich

Orthogonalisierungsverfahren zur Losung linearer Ausgleichsprobleme.

Angenommen, man hétte die Matrix Al Mat, . (R) mit m3 n miteiner orthogonalen Matrix QT O(m) auf obere

*

Dreiecksgestalt Q' A=

® Y
|t eniy eng

gebracht. ( R = obere Dreiecksmatrix)

D:D DO DD CQ(:
oo OO O

Dann |&sst sich die Ldsung des linearen Ausgleichsproblems ||b - AX|| =min alsAlternative zur Lésung der
Normal gleichungen auch wiefolgt bestimmen :



Satz 3.8
saé Al Mat . (R) mit m3 n undvon maximalem Rang, bl R™,und QT O(m) eine orthogonale Matrix mit

ab, 0

aRo - - -
QA= goi und  Q'b= gb = ,wobei b1 R",b,I R™" und Rl Mat,(R) eine (invertierbare)
1] 2@

obere Dreiecksmatrix ist. Dannist X = R™*h, die Losung des linearen Ausgleichsproblems ||b- AX” =mn.
Beweis:
Da QT O(m),giltfurale xT R™

Ib- Aq* =[Q" (- A" =

b, - Rx
e RSN

Wegen Rang(A) = Rang(R) =n ist R invertierbar. Der erste Summand ||b1 - Rx||2 verschwindet daher genau
fur X = R™'b,. DasResiduum I :=b- AX verschwindet im Allgemeinen nicht, und esist |1 = |b,|| . Q.ed.

Diein Frage kommenden orthogonalen Transformationen lassen sich fir M = 2 leicht geometrisch ableiten, namlich als
Drehungen (Rotationen) bzw. Spiegelungen (Reflexionen).

a2 I
R :
I:'I'/ I|I\"\u \ [N
/8N \ % 2t
_.,"Ir ‘ I'. he, o2 g ]
Iy 1 t - -
. et Ty oy
ey : e

Abbildung 3.5. Drehung baw. Spicgelung von a auf ae;

Will man den Vektor al R? mit einer orthogonalen Transformation auf ein Vielfaches a *g, desersten Einheitsvektors
abbilden, sofolgta = [[d.

1. Méglichkeit aumden Winkel g auf & > drehen, d.h.
gecosq  SnQo

=Qxa
a—ax =Q mit Q = gan cosqg

2. Mdglichkeit : a an der auf dem Vektor V senkrecht stehenden Geraden | spiegeln, d.h.
v.a)
ar>ax =a- 2< ) , wobei V kollinear zur Differenz @ - a e, ist.
Vv,

3.2.1 Givens-Rotationen
Definition : Als Givens-Rotationen bezeichnet man Matrizen der Form

él u
é u
W, =& | G 1 Mat,(R
e u
é - S c l:Jﬂ |
& 'f

,wobei | jeweils die Einheitsmatrix der passenden Dimensionist und % + s =1.
(Dabei sollen C und € an €OS{ und SNQ erinnern.)
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Geometrisch beschreibt die Matrix eine Drehung um den Winkel  inder (K- 1) - Ebene.

Wendet man W, auf einen Vektor X1 R™ an, sofolgt
iox +sx, fallsi=k
X y=W,X mit yi:(Wklx)i:|l-s>(k+cxI , fallsi =1 *)
[ x L falsit k|

Multipliziert man eine Matrix A= [Ai,..., A1]T Mat . (R) vonlinks mit W), , so operiert die Givens-Rotation
auf den Spalten, d.h.
Wy A= [Wkl Ay W An] :

Eswerden daher wegen (*) nur die beiden Zeilen K und | der Matrix A verandert.
Diesist insbesondere wichtig, wenn man bei der Transformation moglichst Besetzungsstrukturen der Matrix erhalten moéchte.
Wiesind nun die Koeffizienten C und € zu bestimmen, um eine Komponente X, des Vektors X zu eliminieren ?
Da W, nur auf der (K,I) - Ebene operiert, gentigt es, das Prinzip an dem Fall M = 2 zu erlautern.
Mit X; + x> 1 0 undc”® +s® =1gilt:
saae<ko 220X, +sX O_a#0
g’ S Cg X|ﬂ "~ 9(k+cxlﬂ goﬂ

C
b Il.:x, =2
S
P in I.einsetzen:c2ﬁ+sxI =r b x(c*+s’)=rs P s=X
S r
: . X
p |nII.e|nsetzen:-M+cx1 =0 b o=k
r r
fir |X||>|Xk|: t=— , S:= , c=¢st
X 1+t 2
N X 1
fur [x|E|x]: t=— , ci= si=ct

Damit vermeidet man zugleich Exponententiberlauf.

Beispiel :
Spaltenweise werden nun die von Null verschiedenen Matrixkomponenten unterhalb der Diagonalen eliminiert.
(Die Indexpaare tUiber den Pfeilen geben die Indizes der ausgefihrten Givens-Rotation an.)

g * *x x g * x o g x ko g *x ok g * *x X
@c * % *l;| ek I *L:J % * % *l;| % *  * *l;| : *  * *L:J
e Ui ey @€ a 69€ Uiy (0@ u
A= €& * * *u® e * * *U® . ®€) R ®a * * *U® .®a 0 * *u
ﬁ«‘k * % *l;l %\— I *l-,l g) * % *l;l g) *  * *l:I g) 00 *l-,l
¢ u- ¢ u & u & u & u
gc * % *H g) I *H g) * % *H g) 0 * *H g) 00 OH
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Der Aufwand fir die QR-Zerlegung einer vollbesetzten Ausgangsmatrix Al Mat mn DEtragt:

2 3
n n
m»n i —2 Quadratwurzeln und ~ —3 Multiplikationen

m>>n :~ mMn Quadratwurzeln und ~ 2mn? Multiplikationen

Fir M = n erhé@t man somit eine Alternative zur Gaul3schen Dreieckszerlegung aus Kapitel 1.
3 3

4n n
Die grofere Stabilitat muss jedoch mit einem erheblich héheren Aufwand, ~ ? Multiplikationen gegentiber ~ E bei Gaul3,

erkauft werden. Zu beachten ist aber, dass der Vergleich fir diinnbesetzte Matrizen wesentlich gunstiger ausfallt.
Praktisch verwendet man sogenannte schnelle Givens-Rotationen, welche die Auswertung der Quadratwurzeln vermeiden
und eine QR-Zerlegung einer zeilenskalierten Matrix DA berechnen.

3.2.2 Householder -Reflexionen
Definition : Als Househol der-Reflexionen bezeichnet man Matrizen Q1 Mat  (R) der Form

T
\AY% A
Q:I‘ZT mit V1 Rn.
\ARY
Diese Matrizen beschreiben die Reflexion an der auf V senkrecht stehenden Ebene. (siehe vorige Abbildung)
Insbesondere hangt Q nur von der Richtung von V ab.
Eigenschaften :

a) Q istsymmetrisch, d.h. QT = Q

b) Q ist orthogonal, d.h. QQT =Q'Q = |
) Q istinvolutorisch, d.h. Q% = |

Wendet man Q auf einen Vektor Y1 R" an, so gilt
w' 6 (v, y)
— = 6? -2—zxy=y-2—V.
yeQy v'v E,y Y {v,v)

Soll 'y auf ein Vielfaches & g des ersten Einheitsvektors €, abgebildet werden, d.h.

(v, y)

=y-2 i
axg=y (v,v)v span(e,) , sofolgt

2"

Bl =[yl, und vl span(y- ae)
Daher l&sst sich Q bestimmen durch Vi=y-ax mita-= i||y||2 :
Um Ausl6schung bei der BerechnungvonV =(y, - @, Y, ..., yn)T zu vermeiden, wahit man @ :=- gn( y,) >1|y||
wegen (v,v) =(y-ae,y-ase)=|y|.- 2a(y.e)+a’=-2a(y,- a) |asst sich QX fur
beliebige xT R" am einfachsten berechnen durch
(v, X) (V,X)
QX=X- 2+—FV=X+——"—V
{v,v) a(x, -a)

Transformiert man mit Hilfe der Househol der-Reflexionen eine Matrix A = [A&,..., Ah]i Mat . (R) ineineobere
Dreiecksmatrix, so werden sukzessive die Elemente unterhalb der Diagonalen eliminiert.
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A, u
€ u
Imersten Schritt: A® A'=QA=¢. , u,
e: A‘2 cee A1 u
é U
€0 G

.
wobei Q =1 - 2\/1Ti mit vi:=A-a,e und a,=-g(a,)fAl,.

1Vl

Nach dem k-ten Schritt wurde somit die Ausgangsmatrix A bis auf eine Restmatrix T*™® 1 Mat . (R
auf obere Dreiecksgestalt gebracht.

& %0
& Y
e ‘U
3
é 0 G
? : T(k+1) l:l
é g
e 0 0

. . , g, | ou
Bildet man nun die orthogonale Matrix Q,,; = @& =
eo Qk+1U

wobei Q,,,T O(m- K) wieim ersten Schritt mit T**") anstellevon A konstruiert wird, so l&sst sich die nachste
Spalte unterhalb der Diagonalen eliminieren.

Insgesamt erhélt mansonach P = min( M- 1,n) Schritten die obere Dreiecksmatrix
R=Q,..QA
und somit wegen Qi2 = | dieZerlegung

A= QR mt Q=Q..Q, .

Berechnet man nun also die Lésung des linearen Ausgleichsproblems ||b - AX|| = miN nach Satz 3.8 , indem man mit Hilfe der

Househol der-Reflexionen Q) T O(m) die QR-Zerlegung der Matrix Al Mat, ., (R) mit m3 n berechnet, so gelangt man
zu folgendem Verfahren :

1 A=0R , QR-Zerlegung mit Househol der-Reflexionen
2 (b,b,)" =Q"b mit bT R" und b,T R™" , Transformationvon b
3) Rx =D, , Auflésung des gestaffelten Sy stems



Speicherschema :
Speichert man die Diagonalelemente I'; = a, fur 1 =1,..., p ineinem separaten Vektor, so finden die

Householder-V ektoren ViV, in der unteren Halftevon A Platz.
Eine andere Mdglichkeit besteht darin, die Householder-Vektoren so zu normieren, dass die erste Komponente <\/i € >

jeweils 1 ist und nicht abgespeichert werden muss.

| | K
A ‘—v + |

] L) w3 Ty

Abbildung 3.6. Speicheraufteilung bei der OR-Zerlegung mit Householder-Reflexionen

firm=3undn = 4
Aufwand :
a m>>n : ~ 2n*m Multiplikationen
2
b) M» N : 5n3 Multiplikationen

Fir M » N benétigt man also in etwa den gleichen Aufwand wie bei dem Cholesky-V erfahren fr Normal gleichungen.
Fir M >> N schneidet die QR-Zerlegung um Faktor 2 schlechter ab, hat aber die oben diskutierten Stabilitatsvorteile.

3.3 Verallgemeinerte I nverse
Die nach Satz 3.3 eindeutig bestimmte Lésung X des linearen Ausgleichsproblems ||b - AX" =min fir

Al Mat, (R) , m3n und Rang(A) =n wirdforma mit X = A*b bezeichnet.
Aus den Normalgleichungen folgt unter obigen V oraussetzungen, dass

ATAx=A"bP ATAA*b=ATbP Ab=(ATA)'ATb

b A" =(ATA)'1AT

Da A"A=(ATA'ATA=1| geradedie Identitit ergibt, nennt man A" auch die Pseudoinversevon A .
Bei beliebigen Matrizen Al Mat . (R) istdieLasung von ||b- AX” =min jedoch im Allgemeinen nicht mehr eindeutig
bestimmt.

Esbezeichne P:R™ ® R(A)I R™ dieorthogonale Projektion von R™ auf den Bildraum R(A).
Dann bilden die Ldsungen nach Satz 3.1 einen affinen Unterraum

L(b):={xT R":o- AY=min}={xT R": Ax=Pb} .
Um dennoch Eindeutigkeit zu erzwingen, wahlt man die beziglich der euklidschen Norm kleinste L ésung x1 L(b),

welche wieder mit X = A'D bezeichnet werde.



Nunist X gerade die orthogonal e Projektion des Ursprungs 01 R" auf den affinen Unterraum L(b) . (siehe Abbildung)

Ef / i
f,-"' Lib) = x + N{A)
>l
; o
_/_,/" % f"/’g‘;’l‘
o P
.-"'-'-’

Abbildung 3.7,  Kleinste” Lésung des linearen Ausgleichsproblems als Projekiion von
U auf Lk}

st X1 L(b) irgendeine Lésung von ||b- AX” =min , so erhdlt man alle Lésungen, indem man den Nullraum N (A) von A
um X verschiebt, d.h.

L(b) = X+ N(A) .

Daher muss die kleinste Lésung X senkrecht auf dem Nullraum N (A) stehen, d.h. X ist der eindeutig bestimmte
Vektor XT N(A)" mit ||b- AX” =min .

Def. Pseudoinverse:

Die Pseudoinverse einer Matrix Al Mat,, ,(R) istdieMatrix AT Mat, . (R) ,sodassfirale bl R™ der
Vektor X = A"b diekleinste Lésung von ||b- AX" =min ist, d.h.

A'bT N(A)" und ||b- AA'D

|:m'n.

Die Situation l&sst sich durch das folgende kommutative Diagramm darstellen :
A

R" ® R™

_|A+
P=A'A - i-~ P=pA"
RAAD=NA) @ R(A)



Satz 3.9 (Penr ose-Axiome)
DiePseudoinverse A" 1 Mat,, ., (R) einer Matrix AT Mat,, , (R) ist eindeutig charakterisiert durch folgende

Eigenschaften :

1) (A"A)T = A'A

2) (AAY)T = AAT

3) ATAAT = A"

4) AA"A=A
Beweis: Buch S.87

Bemerkung 3.10:
Gilt nur ein Teil der Penrose-Axiome, so spricht man von einer verallgemeinerten I nversen.

Nun die Herleitung, wie sich die kleinste Losung X = A"D fir eine beliebige Matrix Al Mat . (R) und bl R™ mit
Hilfe der QR-Zerlegung berechnen |&sst.

Seé p = Rang(A) £ min( m,n) der Rang der Matrix A.
Zur Vereinfachung wird auf Permutationen verzichtet und A durch orthogonal e Transformationen QT O(m) auf obere
Dreiecksgestalt gebracht, d.h. QA= & q

€0 | Og

hier ist RT Mat , (R) eineinvertierbare obere Dreiecksmatrix und ST Mat

R).

p.n- P(

Zerlegung der Vektoren X und Qb analogin

0 - -
x:ae(li mit X, | R* und  x,I R™P
X, @
0 N -
Qb=$li mt bl R® und b, R™P
b,
Lemmad.1l

Mit den obigen Bezeichnungen ist X genau dann eine L&sung von ||b - AX” =min ,fals
X, =R'b - R, .

Beweis:
Aufgrund der Invarianz der euklidschen Norm unter orthogonalen Transformationen gilt

Io- A" =Qb- QA" =[IRe, + S - b +[o "
Der Ausdruck wird genau dann minimal, wenn RX, +Sx, - b =0 . Q.ed.

Der Fal p = Rang(A) = n entspricht dem bereits behandelten tiberbestimmten Gleichungssystem mit vollem Rang.

DieMatrix S verschwindet, und man erhélt wiein Satz 3.8 die Lésung X = X; = R'lb1 .
Fur die Losung im rangdefekten Fall p < n gilt:
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Lemma3.12
sé p<n, V:=R'SI Mat, ,(R) und u=R'TR"
Dann ist die kleinste Lésung X von ||b- AX” = min gegebendurch X = (X;,X,)T R?" R™ P mit
(1 +V'V)xx, =VTu und X, =U- VX,.

Beweis: Buch S.88

Fur die Berechnung von X, kann man die Cholesky-Zerlegung benutzen, da | +V "V eine spd-Matrix ist.
Zusammengefasst erhalt man folgendes Verfahren zur Berechnung der kleinsten Losung X = A*b von ||b- Ax” =min :

Algorithmus Pseudoinver se iber QR-Zerlegung :
1) QR-Zerlegung von A mit p = Rang(A) ,wobei QI O(m) , Rl Mat , (R) obere Dreiecksmatrix

und ST Mat, . ,(R)
2) BerechnungvonV 1 Mat

on-p(R) aus R:V =8
3) Cholesky-Zerlegung von | +V TV (I +V'V = LLT) ,wobei LT Mat o (R) untere Dreiecksmatrix
4) (bl,bz)T =Qb mit bli RP | bZT R™P
5) Berechnungvon ul R aus R>u=1h,
6. Berechnung von X, 1 R™ " aus LL'x, =V Tu
7) Setze X, = U- VX,
0

Dannist X Zgae(liZ A'b.

X0
Bemerkung : Die Schritte 1.) bis 3.) missen fiir verschiedene rechte Seiten b nur einmal durchgefiihrt werden.

4. |terative L 6sung linearer Gleichungssysteme

Die bisher beschriebenen sogenanntendirekten Verfahren zur Lésung einesLGS  (Gaul3-Elimination, Cholesky-Zerlegung,
QR-Zerlegung mit Householder- oder Givens-Transformationen) haben folgende Eigenschaften :

1) Die Verfahren gehen von beliebigen (bei der Cholesky-Zerlegung symmetrischen) vollbesetzten Matrizen aus.
2) Der Aufwand zur Lésung des Gleichungssystems liegt bei O(n®) (Multiplikationen) .

Dem gegentiber stehen jedoch in vielen Féllen grof3e aber schwach besetzte K oeffizientenmatrizen (sparse matrix) .
Auch haben grofe Gleichungssysteme (N > 104) haufig eine klare strukturierte Koeffizientenmatrix
(z.B. Bandmatrizen , Blockmatrizen) .

Die direkten Verfahren sind zur Behandlung derartiger Probleme ungeeignet; sie nutzen die spezielle Struktur nicht aus und
dauern bei weitem zu lange.



Ansatz1:
Die Spezialstruktur der Matrix, insbesondere ihre Besgizungsstruktur (sparsity pattern) so weit wie moglich in
direkten Verfahren ausnutzen.

Die Givens-Rotationen operieren jeweils nur auf zwei Zeilen (von links) oder Spalten (von rechts) einer Matrix und
sind daher geeignet, eine Besetzungsstruktur weitgehend zu erhalten.

Die Householder-Transformationen dagegen sind dazu génzlich ungeeignet. Sie zerstdren bereits bei einem Schritt
jedes Muster der Ausgangsmatrix.

Im Allgemeinen am schonendsten geht die Gauf3-Elimination mit der Besetzungsstruktur von Matrizen um.
Typischerweise wird dabei abwechselnd Spaltenpivotsuche mit evt. Zeilentausch und Zeilenpivotsuche mit evt.
Spaltentausch ausgefihrt, je nachdem, welche Strategie die meisten Nullelemente schont.

Ansatz 2 :
Iterative Verfahren zur Approximation der Losung X.
Sinnvoll, daman in der Regel an der Losung X nur bis auf eine vorgegebene Genauigkeit € interessiert ist,
die von der Genauigkeit der Eingabedaten abhangt.

Ziel ist die Konstruktion einer Iterationsvorschrift X,,, = F (Xg,...X,) , so dass
a) die Folge {Xk} der Iterierten moglichst schnell gegen die Losung X konvergiert ,

b) X, 41 Mit moglichst geringem Aufwand aus X,,..., X, berechnet werden kann .

Bei der zweiten Forderung verlangt man meist, dass die Auswertung von F nicht wesentlich mehr Aufwand erfordert
als eine einfache Matrix-V ektor-Multiplikation.

Desweiteren betragt der Aufwand fiir dinnbesetzte Matrizen O(Nn) und nicht O(nz) (wie bei vollbesetzten Matrizen) ,

da haufig die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente in einer Zeile unabhangig von der Dimension N des
Problemsist.

4.1 Klassische | ter ationsver fahren

Den meisten klassischen Iterationsverfahren liegt die Idee der Fixpunktiteration zugrunde.

Einschub Fixpunktiteration
Aquivalente Umformung der Gleichung f (X) = O in eine Fixpunktgleichung

f(X) =x
und mit Hilfe der Iterationsvorschrift X, =f (X, ) mit K =01,...

fur einen gegebenen Startwert X, eine Folge {XO, Xl,...} konstruieren, welche gegen einen Fixpunkt X"

mit f (X') = X konvergiert, der Lésung der Gleichung ist, d.h. (X ) =0.

Beispiel Fixpunktiteration :
f(x):=2x- tanx=0
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Anhand der Abbildung (X* » 1.2) wahlt man den Startwert X, =1.2 .
Umformen der Gleichung in eine Fixpunktgleichung :

x=%tanx=:f1(xk) oder X =arctan( 2x) =:f ,(x,)
Esergeben sich die Zahlenwerte
K| X :%tanxk X = arctan( 2x,)
1.2 12
1.2860 1.1760
1.70..> % 1.1687
1.1665
1.1658
1.1656

1.1655
1.1655
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Die erste Folge divergiert (tan X hat einen Pol bei % und X, > %) , wahrend die zweite konvergiert.

D.h. nicht jede naiv konstruierte Fixpunktiteration konvergiert.
Einschub Ende

Fir ein Fixpunktverfahren X,,, =f (X,) zur Lésung einesLGS AX =D muss eine Iterationsfunktion f derart konstruiert

werden, dass sie genau einen Fixpunkt X" besitzt und dieser gerade die exakte LOsung X =X von AX=Dist.

P Umformen der Gleichung AX =D in eine Fixpunktgleichung :

Ax=b U Qb- A)=0
u f(X)=(-Q'A)xx+Q'b=x

wobei QT GL(n) einebeliebige reguldre Matrix ist.

Natrlich muss dafir Sorge getragen werden, dass das Fixpunktverfahren X, ; = f (Xk) = Gx, + C konvergiert

Def. : konsistentes | terationsverfahren :

Ein Iterationsverfahren heifdt konsistent, falls X = A™'b die Gleichung X = GX + C erfiillt.
Das GSV, das ESV und das SOR-Verfahren sind konsistent

Satz 4.1 (Notwendiges und hinreichendes Konver genzkriterium)
Ein konsistentes Fixpunktverfahren / Iterationsverfahren X,,, =f (X,) =Gx_+c mit GI Mat, (R) konvergiert

genau dann fur jeden Startwert X, I R" , wenn
r(G)<1 :
wobei 1 (G) = max|| j (G)| der Spektralradius der Iterationsmatrix G ist.
i

Beweis: Buch S.263



Da I (G) £ |G| fur jede zugeordnete Matrixnorm, ist |G| < 1 hinreichend fur r (G) <1.

In diesem Fall kann man die Fehler X, - X =G" (X, - X) durch

% - A£Gl A%, - A

abschéatzen.

Neben der Konvergenz wurde verlangt, dasssichf (X) = GX+ C leicht berechnen lasst. Dazu muss die Matrix Q einfach zu
invertieren sein.

Die am besten zu invertierende Matrix ist zweifellos Q = | .

b

Richardson-Verfahren
Xy = X, - AX +b (G=1-4)

Geht man von einer spd-Matrix A aus, so ergibt sich fir den Spektralradius von G
rG)=r (- A= max(i- | (A fL- 1 (A)]).

Eine notwendige Bedingung fur die Konvergenz der Richardson-Iteration ist somit
| (A)<2.

Flr sich genommen ist diese Iteration demnach nur selten verwendbar.

Die nachst komplizierteren Matrizen sind die Diagonal matrizen, so dass als zweite Moglichkeit fir Q die Diagonale D von
A=L+D+R
in Frage kommt, wobei D = (&,,,...,8,,,) und

eo - - 0Ou @ a, - U
e -u é. - . a
L= 4 R=€ G
€: U e: a, .U
e u 2 U
éanl An-1 0[] & 0 a

b
Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren GSV)

X =(1- DA%, +D' =-D*(L+R)x, +D'b

Eine hinreichende Bedingung fur seine Konvergenz ist die strikte Diagonaldominanz von A.

Algorithmus—GSV :
1) Wahle Anfangsngherung X© T R" und setze k =0

2) Iterationsschritt X 1 x
n
2 (k)
b - aax
AR I i=1..n
g,
k=k+1
3) if ,Konvergenz“ then stop else goto 2.)

41



Abbruchkriterium : ”X(k) - A 1b|| £ TOL (Genauigkeitsschranke)

Problem: A b nicht bekannt

Idee : Schétze ”X(k) - A lb" auf Grundlage der Konvergenzanalyse des Iterationsverfahrens

Satz 4.2 (Hinreichende K onver genz des GSV)

Die Jacobi-Iteration X,,, =- D™*(L+ R)xx, + D"'b konvergiert firr jeden Startwert X, gegen die Lésung

x=A"D ,fals A strikt diagonaldominant ist, d.h.
la: > & |ay| firdle i =1,..,n
it

Beweis:
Die Aussage folgt aus Satz 4.1, da
a

ij

r(DHL+R)E[DHL+R), = max é

it

Nach den diagonalen folgen die gestaffelten Gleichungssysteme / Matrizen als néchstkomplexere.

Setzt man fir Q die untere Dreieckshélfte Q = D + L an, so erhdlt man das

GauR-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren ESV)
Xy =(-(D+L)*'A)xx, +(D+L)'b
=-(D+L)*'Rx +(D+L)'b.

Satz 4.3 (Satz von Ostrowski und Reich)
Fur symmetrische positiv definite Matrizen A gilt :

r(Gw))<1 "wi]oZ , wobei G(W) die Iterationsmatrix des SOR-Verfahrensist.

Insbesonder e konvergiert das ESV / GauR-Seidel-Verfahren fir jede spd-Matrix.

Algorithmus—ESV :
1) Wahle Anfangsnsherung X@ T R" und setze k =0

2) Iterationsschritt X 1 x
n n
2 (k4) _ 3 (k)
bi'aaijxj 'aaijxj
x(ed = 1% ke i =1,...,n
a;
k=k+1
3) if ,Konvergenz“ then stop else goto 2.)

4?2

Q.ed.



Zusammenfassung

Rechenaufwand: Beim GSV wie auch beim ESV pro Iterationsschritt £ N P Rechenoperationen, falls maximal

P Nichtnullelemente pro Zeilevon A
Speicherbedarf : GSV  :2Vektorender Lange N (x_alt, x_neu)
ESV  :1Vektor der Lange N (Xi(kﬂ) wird auf den Platz von Xi(k) abgespeichert )

Achtung !!! ; Durchfuhrbarkeit nur fur a; * O , i=1..,n

Konvergenz  : Konvergenz fiir beliebige Startvektoren X@ T R" ,falls"Gk+l ® O fur eine vertragliche
Matrixnorm
([ (Y- =6(x¥-x)=GGx* Y- x)=..=G*"*(x? - x) )

k+l _

_qk+l® 0

hinreichende Bedinqung : |G| =<1 P "Gk+1 £|G
notwendige Bedingung _: 1 (G) <1 fiir den Spektralradius.

Satz 4.4 (Zusammenhang GSV - ESV) — Satz von Stein und Rosenberg
Sa Ggq, dielterationsmatrix des GSV und G, die des ESV und alle Elemente von G, groRer Null.
Dann gilt :
0<r (Ggey) <1 P 0<r (Gegs) <r(Ges ) <1

M (Gesy) >1 P 1<1(Gey ) <1 (Ges)

oder I (Gggy) =1 (Gey)=0 oder I (Ggg ) =T (Gry ) =1

D.h. wenn das GSV konvergiert, so konvergiert auch das ESV , und wenn das GSV divergiert, so auch das ESV.
Desweiteren konvergiert das ESV schneller als das GSV.

Motivation : Konvergenzgeschwindigkeit verbessern

b

Relaxationsverfahren — SOR-Verfahren (successive over relaxation)

Das SOR-V erfahren unterscheidet sich nur wenig vom ESV. Zur Berechnung der jeweils folgenden Iterierten benutzt man die
Idee des ESV, bildet aber anschlie3end noch einen gewichteten Mittelwert aus der alten und der neuen Komponente mit einem

Parameter W , den man ziemlich frei wahlen kann. Fir W =1 erhalt man das alte ESV zuriick.

X1 =W XGx, +c)+(1- W) xx,
=G, X% twx mit G, =w>G+(1-w)x ,
wobei W1 [0,] ein sogenannter Dampfungspar ameter ist.

Auf diese Weise gewinnt man aus einer Fixpunktiteration X,,, = GX, + C eine ganze Schar von relaxierten Fixpunktiterationen
mit der W - abhangigen Iterationsfunktion
f,(X)=wx (X)+(1-w)xx =G, X+w>xC .

Der Dampfungsparameter W ist nun so zu wahlen, dass I (G,,) maoglichst klein wird.

Tatsachlich ist es fir die sogenannten symmetrisierbaren Iterationsverfahren sogar méglich, durch geeignete Wahl von W
Konvergenz zu erzwingen, obwohl die Ausgangsiteration im Allgemeinen nicht konvergiert.
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Def. symmetrisier bar es Fixpunktverfahren :

Ein Fixpunktverfahren X,,, = GX, + C heif}t symmetrisierbar, falls | - G fir jede spd-Matrix A &hnlich zu einer

spd-Matrix ist, d.h. falls es eine regulére Matrix W1 GL(n) gibt, so dass
WX -G
eine spd-Matrix ist.

Relaxationsverfahren — Prof. Arnold
Idee: Berechne Naherung X D mit Iterationsverfahren und wahle
x® =W €+ (1- w) xx

mit einem Parameter W1 R so, dass ||x(k+l) - A lb" »moglichst klein®.

Wahl des Relaxationsparameters :
w10 ... under relaxation

w>1 ... over relaxation
Hier Beschréankung auf Uberrel axation (W > 1):

JOR (Relaxation des GSV / Jacobi-Verfahrens)

n
2 (k) (k)
b - a aX; b, - a a;;X;
X0 = (1- wyxx® +w — 22 = () +W—' I=1..
4 4

SOR (Relaxation des ESV [ GauR- Seidel Verfahrens)

b, - a a, (D - a a, x

XKD = x84y 171 i=1..

8,

Satz 4.5 (Satz von K ahan)
Fur die Iterationsmatrix G,, des SOR-Verfahrensgilt :

Beweis : siehe Guido-Skript S.40

Def. zerlegbare Matrix (reduzibel) :

EineMatrix AT R™ " heift reduzibel / zerlegbar, wenn es eine Permutationsmatrix P gibt, so dass

prap = D¢
go Fo

wobei die Blockmatrizen C und F quadratisch sind.

Falls kein Nullblock erzeugt werdenkann, heil3t die Matrix A unzerlegbar (irreduzibel) .

Ordnet man A einem gerichteten Graphen G(A) so zu, dass A N Knoten Ki,...,

G(A) enthaltdieKante K; ® K, U a;*o0 :
dannfolgt :

K., hat und das gilt :

A ist genau dann unzerlegbar, wenn G(A) zusammenhangend ist, d.h. wenn es zu
beliebigen i, j1 {1,...,n} einen gerichteten Weg von K, nach K, gibt.



Beispiel zerlegbare Matrix :

el 2 0o
A=E-1 1 0:
§3 0 1y
G(A) ist nicht zusammenhéngend, da kein gerichteter Weg von K, nach K, existiert.
ada 0 3¢ ® 0 1p
Aisizedegor,da PTAP=C0 1 -1:  fwr P=¢0 1 0:
0 2 1y &1 0 0

Def. konsistent geordnete Matrix :

. 1
Eine Matrix heiRt konsistent geordnet, wenn die Eigenwertevon - D™ *(@ XL + =R) fiir beliebigesa 1 0
a

von a unabhéngig sind.

Anriss Tschebyscheff-Beschleunigung :
Bei den bisherigen Fixpunktverfahren wird zur Berechnung von X, ,, nur die Information desletzten Iterationsschrittes

herangezogen und die bereits berechneten Werte X,,..., X,_; nicht beriicksichtigt.

Hier nun Verbesserung eines gegebenen Fixpunktverfahrens durch Konstruktion einer Linearkombination
_ s
Y =a Vi X
j=0
aus samtlichen Werten X,..., X, .

Bei geeigneter Wahl der Koeffizienten 7 soll die Ersatzfolge {yo, yl,...} schneller konvergieren alsdie

Ausgangsfolge {XO, Xl,...}.
Bestimmung der Koeffizienten :
Falls X, =... =X, = X bereitsdie L6sung ist, so muss auch Y, = X gelten, worausfolgt, dass

4.2 Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren)
Motivation : Fir LGS AX = mit symmetrisch positiv definiter Koeffizientenmatrix A ein schnelles Verfahren finden.

Jede spd-Matrix A definiert in natiirlicher Weise ein Skalarprodukt
(xy) = (X, Ay) mit der zugeordneten Norm || y|| A=A Y) , der sogenannten Energienorm.

Nutzung eines problemangepassten Orthogonalitétsbegriffs :

Def. konjugierte Vektoren :
Sei A eine spd-Matrix. Dann heiRRen zwei Vektoren X und Y konjugiert, wenn gilt :

X" xAxy =0




Ist A die Einheitsmatrix, so bleibt das normale Skalarprodukt.
Die zusitzlich zwischengeschobene Matrix A produziert ein etwas allgemeineres Skalarprodukt.
Dadurch, dassdieMatrix A symmetrisch positiv definit ist, bleiben die Eigenschaften des Skalarproduktes erhalten.

Verfahren :
Der Grundgedanke der Methode der konjugierten Gradienten besteht darin, statt das vorgegebene Gleichungssystem
Ax=b
zu |6sen, das folgende Funktional zu minimieren :
1 1 s
F(X) ==x"Ax- b'x %—(x,Ax)- (x,b)g
2 e 2 @

Der Gradient dieses Funktionals lautet :
grad F(xX) = Ax- b

Wourde fur das Funktional ein Minimum bei X, errechnet, so verschwindet der Gradient an dieser Stelle
grad F(X,) =A% -b=0 ,
und damit ist X, die gesuchte L&sung des Gleichungssystems.

Beachte : Der Residuenvektor I := AX- b ist gerade gleich dem Gradienten des Funktionals F .

Man startet mit einem beliebigen V ektor x©,
Um moglichst schnell zum Minimum zu gelangen, legt man die Relaxationsrichtung p(o) in Richtung des negativen Gradienten,
den man leicht al's Residuenvektor berechnen kann. Denn dort ist der stérkste Abstieg zu erwarten.

p@ =-r?=-grad F(x?)=-(AX? - b)
Flr den damit zu erzielenden ersten Naherungsvektor macht man den Ansatz

X(l) = X(O) +s xp(O)
Die Bedingung, dass das Funktional F minimal werden moge, fuihrt zu

rO)T 5 ©
So= (p((O))T) XAXp(O)

Im allgemeinen Schritt wahlt man al's Relaxationsrichtung eine Linearkombination des aktuellen Residuenvektors, also des
jeweiligen Gradienten, und der vorhergehenden Relaxationsrichtung :

p(k) .: - r(k) + bk xp(k'l)
Hier bestimmt sich bk aus der Forderung, dass p(k) und p(k'l) konjugiert zueinander sein mogen :
o (r®)T x ©
k- (r(k-l))T )q.(k—l)

Anschlief3end bestimmt man
(K)NT sqr (K)
r xr
Sk ((k) T) (K
(p™)" xAxp
und berechnet den neuen N&herungsvektor fur die Lésung
XKD = y(K) 4 g ) xp(k)




Algorithmuscg-Verfahren :

x© peliebig
r:=Ax"-b
p@ = _r©
k=0
if accurate then stop else (accurate=,r ® hinreichend klein® )
begin
(k) (k) 6
(r )T xq ® 2 (ro,r®) 9
ST 0)T xAxp® - (™, Axp) %
§ (P, Ap™)>
x(6 = x4 xp®
kK=Kk+1
r®.= Ax® - p
(k) (k) G
)T ® (ai <r al > 0
K7 (kDT e (k-1) _< (k-1) (k-l)>+
r s
(r=) g ()
p(k) : - r(k) + bk xp(k'l)
end

Algorithmus cg-Verfahren (Deuflhard S.277) :

P, =T, =b- AXO ;
for K =1to K, do
_Afenlien) _ (henBrea)
S, = =

(PP (P ADy)

X, =X, +S, XP, ;
if accurate then exit ;
M =Teq- Sy XADy ;

b = (rTi)

T (hewha)

P =T 0y XDy

endfor
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Bemerkungen :
Pro Iterationsschritt wird tatséchlich im wesentlichen nur eine Matrix-V ektor-Multiplikation, namlich Axp

ausgefuhrt, womit das Verfahren den Forderungen beztiglich des Aufwands voll entspricht.
(Zusétzlich werden noch Skalarprodukte und Additionen skalarer Vielfacher von Vektoren berechnet.)

(k)

Flr das Abbruchkriterium , accurate” wére "X - x® ” hinreichend klein, was jedoch so nicht ausfihrbar ist.

Deswegen lautet esin der Praxis,, ||r (k)”2 = ”X- X(k)”A2 hinreichend klein®.
Wiesichin Kapitel 2.3.2 - ,,Beurteilung von Naherungslésungen” zeigte, ist die Residuennorm jedoch kein geeignetes

MaR fur die Konvergenz : Gerade bei schlecht konditionierten Systemen, d.h. K (A) >>1, kénnen sich die Iterierten
drastisch verbessern, obwohl die Normen der Residuen wachsen. (siehe weiter unten : ,,Vorkonditionierung*)

Die Relaxationsrichtungen bestehen aus paarwei se konjugierten Richtungen, demzufolge sind die Residuenvektoren
paarweise orthogonal. In einem n-dimensionalen Raum gibt es aber nur N orthogonale Vektoren. Die Methode endet
also theoretisch nach N Schritten. In der Praxislauft aber durch das Auftreten von Rundungsfehlern doch ein iterativer
Prozess ab.

Der aufwendigste Punkt ist die zweimalige Multiplikation von A mit p(k) bzw. X®
Die zweite Multiplikation kann jedoch auf die erste zurtickgefiihrt werden, denn es gilt :
r (k+1) - Axx(k+l) _ b

- () ()
—Ax(x -S,.Xp )-b
— (K k
=r®.-s, xAxp®

Betrachtungen zur K onver genzgeschwindigkeit :

Satz 4.6
Der Approximationsfehler X - x) des cg-Verfahrens|&sst sich in der Energienorm || y||A = (y, Ay)

abschétzen durch

Lk
- x9], £ 2EELD 2 o),

gA/kZ(A) +15

wobei K, (A) die Kondition von A beziiglich der euklidschen Norm ist.

Beweis: Buch S.278/279

Kor.4.7
Um den Fehler in der Energienorm um einen Faktor € zureduzieren, d.h.

- X, Eepe- X,
A A
bendtigt man hchstens K cg-lterationen, wobei K die kleinste ganze Zahl ist mit
1 20
k3 —JK,(A) Ang—~+
2 eeg
Beweis : Buch S.279/280



4.3 Vorkonditionierung
Die Abschétzungen der Konvergenzgeschwindigkeit sowohl fiir die Tschebyscheff-Beschleunigung als auch fiir das cg-Verfahren

hangen monoton von der Kondition K , (A) beziiglich der euklidschen Norm ab.

Ziel :  Transformation des Problems AX =D derart, so dass die entstehende Matrix von méglichst kleiner Kondition ist.
Idee:  Anstellevon AX =D miteiner spd-Matrix Al Mat_(R) 16st man das firr jede invertierbare Matrix BT GL(n)
aquivalente Problem
AX=Db mit A:=AB und X:=B'x.

Dabei ist darauf zu achten, dass die Symmetrie des Problems nicht zerstort wird, damit die Iterationsverfahren anwendbar bleiben.
Ist B ebenfalls symmetrisch positiv definit, soist die Matrix A = AB zwar nicht mehr beziiglich des euklidschen
Skalarproduktes <>,<>)( selbstadjungiert, wohl aber beziiglich des von B induzierten Produktes

(g = (xBY ,
da  (xABy), =(x BABy) = (ABX,By) = (ABX,Y),

Daher ist das cg-Verfahren wieder anwendbar, wenn man das Skalarprodukt geeignet Gbertragt :
(>,<>)B Ubernimmt die Rolle des euklidschen Skalarproduktes <>,<>)< und das zugehdrige ,, Energieprodukt*

(91 =(ABY), = (ABXB
von A = AB dieRollevon (3,)).

Daraus ergibt sich unmittelbar die folgende Iteration X,,X,... zur Lésung von AX=b:

p, =1, =b- ABX,;
for K =1to K, do
— (rk-l’rk-l)B — <rk-1’Brk-1> )
(PP (ABPLBP)
X = Xeg S %Py s
if accurate then exit ;
M = Mg - Sy XABp
(hrds _ (ro,Bre)
("1 Mede <rk-1’ Bri.)

pk+1 = rk + bk+1 ><pk ;

Dy, 1=

endfor

Daman an einer Iteration fir die eigentliche Losung X = BX interessiert ist, ersetzt man daher die Zeile fur die X, durch
Xq = Xy TS, XBpy .
Esfalt auf, dassnun die P, nurin der letzten Zeile explizit auftauchen. Filhrt man aus diesem Grund die ( A - orthogonalen)

Vektoren g, := Bp, ein, so ergibt sich folgende sparsame Version des vorkonditionierten cg-Verfahrens :



Algorithmus pcg-Verfahren (Deuflhard S.283) :
(preconditioned conjugate gradient method)

r, =b- AX,;
q, == Bry ;
for K =1to K, do

s = (1 e)s _ <rk-l'Brk-1> _
.

(P P)as  (Ad )
X = X1 S XY,
if accurate then exit ;
M = Mey- Sy XA
— (e _ (r. Bry) .
o (1) <rk-1’ Brk—1> ’
s = Bry +0y 2q

endfor

Pro Iterationsschritt bendtigt man jeweils eine Multiplikation mit der Matrix A (fur Ad|, ) bzw. mit B (fur Br, ), also
gegeniiber dem urspriinglichen cg-Verfahren nur die Multiplikation mit B mehr.

(Konvergenzanalyse siehe Buch S.284 - S.286)

Beispiel
Eine sehr einfache, aber haufig schon wirkungsvolle Vorkonditionierung ist die Inverse B:= D"~ ! der Diagonale
D von A, die sogenannte diagonale V orkonditionierung.

Beispiel
Wendet man die Cholesky-Zerlegung A= LL" ausKapitel 1 auf eine symmetrische diinnbesetzte Matrix an, so
ist zu beobachten, dass auRerhalb der Besetzungsstruktur von A meist nur , verhaltnisméRig kleine* Elemente Iij

entstehen. Diesfuhrt zur Idee der unvollstandigen Cholesky-Zerlegung (incomplete Cholesky decomposition , |C).
Sie besteht darin, diese Elemente einfach wegzulassen.
Bezeichnet man mit

P(A) = {(i, Diayt O} die Indexmenge der nicht verschwindenden Elemente einer Matrix A ,

so konstruiert man also anstelle von L eineMatrix L mit
P(L)T P(A)
indem man wie bei der Cholesky-Zerlegung vorgeht und |, := 0 setzt fur alle (i, j) I P(A).

Dabei erwartet man, dass A» A:==LL".



5. Lineare Eigenwertprobleme
Eigenwertproblem : Gegeben : quadratische Matrix A
Gesucht : alle Eigenwerte |, (A) mit zugehorigen Eigenvektoren X, (Ax =1 ,x,)
oder aber die M betragsmafdig grofdten / kleinsten Eigenwerte
Haufigstes Eigenwertproblem : Ist A symmetrisch (A= AT) ,sogilt:

- [.1R"

- Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal
- Es gibt eine Orthonormalbasis des R" aus Eigenvektoren von A.

Vorgriff :
Das Eigenwertproblem ist nur flir normale Matrizen gut konditioniert, deren wichtigste Klasse die reel-symmetrischen

Matrizen sind. Fir allgemeine Matrizen ist dagegen das Problem der Singularwertzerlegung gut konditioniert und
praktisch enorm relevant.

Satz 5.1 (Satz von Gerschgorin)

n
Die Eigenwerte einer Matrix Al R" " liegen in der Vereinigung U K, der Gerschgorin-Kreise
i=1

Beispiel : Gerschgorin-Kreise

@l 01 -01p K, ={z:]z- 1£ 0.2}
A=¢ 0 2 041 b K,={z:|z-4£04}
02 0 34 K, ={z:|z- 3£0.2}

5.1 Kondition des allgemeinen Eigenwertproblems

Lemma 5.2 (Stetigkeit des Eigenwertproblems)
Sei | | C einfacher Eigenwert von Al Mat, (C). Dann existiert eine stetig differenzierbare Abbildung

| :VI Mat (C)® C , B> (B)
von einer Umgebung V' von A in Mat, (C), sodass| (A) =1,
und | (B) einfacher Eigenwert von B istfirale BT V.

Ist X, ein Eigenvektor von A zu | , und ein (adjungierter) Eigenvektor von A = AT zum Eigenwert I ,d.h.
0 0 yO 0

A%, =14%  und Ao =ToYo.
so gilt fir die Ableitungvon | ander Stelle A, dass

|'(A)><::M firale CT Mat, (C).

(% Yo)

Beweis: Buch S.134/135
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Satz 5.3 (Kondition des Eigenwertproblems)
Die absolute Kondition der Bestimmung eines einfachen Egenwertes | , einer Matrix Al Mat,, (C) beziiglich
der 2-Norm ist

T L I
Ko = ON= 1 = oot e

| o xcos(" (%, Y)|
wobei X ein Eigenvektor von A zum Eigenwert | oist,dh. AX= | oX, und Y einadjungierter Eigenvektor,
dh A'y=1I,y.

Insbesondere ist das Eigenwertproblem fir normale Matrizen gut konditioniert mit K ;. =1.

und die relative Kondition

. :%w =,

5.2 Eigenwertber echnung
Motivation : Die Eigenwerte einer Matrix Al Mat,, (R) asNullstellen des charakteristischen

Polynoms C , (I ) =det(A- | XI') zuberechnenist allenfallsfir N = 2 akzeptabel.
P Entwicklung von Methoden, um die Eigenwerte und Eigenvektoren direkt zu bestimmen.

Einfachste Methode : direkte und inverse Vektoriteration

5.2.1 direkte Vektoriteration (power method)
Idee: Maniteriert die durch die Matrix Al Mat, (R) gegebene Abbildung und definiert eine Folge {Xk}

k=0g,. fUr

einen beliebigen Startvektor X, T R" durch

Xipp := AX fur kK =01,...
Ist ein einfacher Eigenwert | von A betragsmaRig echt groRer als alle anderen Eigenwerte von A, sowird
vermutet, dasssich | bei der Iteration gegeniiber allen anderen Eigenwerten , durchsetzt* und X, gegen einen

Eigenvektor von A zum Eigenwert | konvergiert.
Der Einfachheit halber Beschrénkung auf symmetrische Matrizen :

Satz 5.4
Sei |, eineinfacher Eigenwert der symmetrischen Matrix Al Mat,, (R) und betragsméRig echt groRer alsalle

anderen Eigenwertevon A, d.h. [l ,|>,|3 .3 ||,

Sei ferner XOT R" ein Vektor, der nicht senkrecht auf dem Eigenraum von | , steht.
Dann konvergiert die Folge
= % . —
Y = — mit Xiaq = AX,
%

gegen einen normierten Eigenvektor von A zum Eigenwert | 1-

Beweis:
Sei hy,...,h,, eine Orthonormalbasis von Eigenvektorenvon A mit Ah, =1 h, .
. g .
Danngilt X, =Q a h; mit &, =(X,,h; )2 0.

i=1

52



Folglich ist

k 0 k kae S ai"ﬂibk 9
x =A% =aalh, =al;i%h +q—Lgtih’.
i=1 g =218l g o
=z
Dal | <[l| furdlei=2..,n, gilt im z =h, unddaher
Xk Zk ..
Y =—— =—— ® *h, fir Kk ® ¥ . Q.ed.
xd 12

Nachteile der direkten Vektoriteration :
Man erhalt nur den Eigenvektor zum betragsgroiten Eigenwert von A.

Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt vom Quotienten ab.

1

(D.h. liegen die Eigenwerte | , und | , betragsméfiig dicht zusammen, so konvergiert die direkte Vektoriteration nur
sehr langsam.)

b

5.2.2 Inverse lteration (inver se power method)

Angenommen, man hétte einen Schatzwert [ » | i

eines beliebigen Eigenwertes | i der Matrix A zur Verfuigung, so dass

|| -|i|<|| -|,.| foralle j 1. *)
— -1 — \1
Dannist (l - i) der betragsgrofite Eigenwert der Matrix (A- | XI) . Konsequenterweise konstruiert man deshalb
die Vektoriteration fur diese Matrix. Diese Idee liefert die Iterationsvorschrift
(A- % )50¢,, = %, fir k = 01,...

Man beachte, dass bei jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem gel dst werden muss, jedoch nur fr verschiedene
rechte Seiten X, . DieMatrix A- | X mussdaher nur einmal zerlegt werden.

Nach Satz 5.4 konvergiert die Folge Y, = unter der Voraussetzung (*) fir K ® ¥ gegen einen normierten Eigenvektor

Xy
[
von A zum Eigenwert | i » falls nicht gerade der Startvektor X, senkrecht auf dem Eigenvektor hi zum Eigenwert | i steht.
Der Konver genzfaktor ist dabei
| -1

|-

max <1

i

Ist | einebesonders gute Schatzung von | i »s0qgilt

|-

<<1]1 for ale J 1 , das Verfahren konvergiert in diesem Fall sehr schnell.

Durch geeignete Wahl von [ kann man also mit dieser Methode und einem nahezu beliebigen Startvektor X, einzelne
Eigenwerte und Eigenvektoren herausgreifen.



Bemerkung:
Man beachte, dassdieMatrix A- | X fur,gut gewsdhites' | » |, fast singulér ist.

Im vorliegenden Fall entstehen daraus jedoch keine numerischen Schwierigkeiten, da nur die Richtung des Eigenvektors

gesucht ist, deren Berechnung gut konditioniert ist.

Beispiel Vektoriteration :

el 30

&2 4
Eigenwerte: |, =1, 1,=2
Geht man von einer Approximation | =1- e fur |, mit 0 <e <<1 aus, soist die Matrix
A-1 X & 2+e 3 9 fast singular und

-2 3+ey
1_ 1 a8te -390

(- T4) Tee+DE 2 - 2+eg

Dasich der Faktor 1/e(e +1) bei der Normierung herauskiirzt, ist die Berechnung der Richtung einer Lésung X von

(A- T x)x= b gut konditioniert.
Dieslasst sich auch an der relativen komponentenweisen Kondition

[[(a- 7)o
K.y =

],
Fur b:=(1,0)" ergibt sich z.B.

¥

beziiglich Stérungen der rechten Seite ablesen.

1 a8+ed

bj=———— — und daher (mit Kapitel 2 - LGS),
>H e(e+1)g 2 4 ( » )

x=(A- T )'1b:‘(A- )

K =ko((A- T)"0)=1.

Tatsachlich wird in Programmen bei einer (echt) singuléren Matrix A- I Xl ein Pivotelement € =0
durch die relative Maschinengenauigkeit €PS ersetzt und mit der nun fast singuléren Matrix dieinverse

Vektoriteration durchgefuhrt.

5.2.3 QOR-Algorithmusfir symmetrische Eigenwertprobleme
Wiein Kapitel 5.1 gezeigt wurde, ist das Eigenwertproblem flir symmetrische Matrizen gut konditioniert.

Motivation :
Effektive Methode entwickeln um séamtliche Eigenwerte einer reellen symmetrischen Matrix gleichzeitig zu berechnen.
Esist bekannt, dass A nur reelle Eigenwerte | ..., . T R besitzt und eine Orthonormalbasish ,....n . T R" aus
Eigenvektoren Ah, =1 h, existiert, d.h.

Q"AQ=L =diag(l ,,...| ,) mit Q =|h,,...h, ]T O(n) . (*)

Dieerste Ideeware, Q direkt in endlich vielen Schritten zu bestimmen. Da die Eigenwerte die Wurzeln des charakteristischen
Polynoms sind, hatte man damit auch ein endliches Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen von Polynomen beliebigen Grades
gefunden. Nach dem Satz von Abel jedoch existiert i.A. kein solches Verfahren. (basierend auf den Operationen +,-,*,/, J_)

Die zweite | deg, die von (*) nahegelegt wird, ist, A durch eine Ahnlichkeitstransformation (Konjugation), z.B. mit orthogonalen

Matrizen, der Diagonal gestalt ndherzubringen, da die Eigenwerte invariant unter Ahnlichkeitstransformationen sind.

Versucht man, eine symmetrische Matrix A durch Konjugation mit Householder-Matrizen auf Diagonalgestalt zu bringen, so

erweist sich dies schnell als unmoglich :
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& *0 ST 1) g 0 - - 0Oy
& U gx € U o & « xU
€ ue € u e € u
e ‘0 é: U é ‘U
& U g.o * %Y & T
é a a é a

Was die Multiplikation mit der Househol der-Transformation von links geschafft hat, wird bei der Multiplikation von rechts
wieder zerstort.

Anderssieht esaus, wenn man A nur auf Tridiagonalgestalt bringen will :

. S T & * 0 ol
& U & 0 & « Y
2 U g & u & € a
¢ u® é N e @ ‘U
€ U é. .U é. -0
& %U é U é U
e u g) * *H g) * *H
Lemmab.b

Se Al Mat, (R) symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale Matrix P O(n) , welche das Produkt von N - 2
Househol der-Reflexionen ist, so dass PAP" Tridiagonalgestalt hat.

Beweis: Buch S.142

Somit wurde das Ausgangsproblem auf die Bestimmung der Eigenwerte einer symmetrischen Tridiagonalmatrix transformiert.
Es existiert auch eine LR-Zerlegung, hier aber nur :

QR-Zerlegung : Diese existiert immer (keine Permutation nétig) und ist vor allen Dingen inhérent stabil.

Man definiert daher eine Folge {Ak}

Lemmab.6

a)
b)

c)

A=A
A = QR
A<+1:Rka

k=12,...

von Matrizen durch

, QR-Zerlegung

Die Matrizen A< haben folgende Eigenschaften :
1) Die Matrizen A< sind alle konjugiert zu A.
2) Ist A symmetrisch, soauchalle A, .

3) Ist A symmetrisch und tridiagonal, so auch alle A( .

Beweis: Buch S.142/143



Satz 5.7 (Konver genzeigenschaften fiir den einfachen Fall, dass die Betr&ge der Eigenwer te paarweise ver schieden sind)
sé Al Mat, (R) symmetrisch mit den Eigenwerten | ,,...,] , ,sodass || o|>|l ,|>..>]I | >0

n !

und A ,Q,, R, wie oben definiert. Dann gilt mit A, = (ai(jk)) :

limQ, =1 :
a) KoY Q«
imR =L
b) k®¥ R, '
10
c) al? =03 * for i > j .
l j

Beweis: Buch S.144/145
Bemerkung :

Eine genauere Analyse zeigt, dass des Verfahren auch fir mehrfache Eigenwerte | | =...=1; konvergiert.

Fallshingegen | ; =-1,,, , sokonvergiert das Verfahren nicht. Esbleiben 2 2 Bldcke stehen.
Liegen zwei Eigenwerte | i N i+1 betragsmalig dicht beieinander, so konvergiert das Verfahren nur sehr langsam.

Dies kann mit Hilfe der sogenannten Shift-Strategien verbessert werden. Im Prinzip versucht man, die beiden Eigenwerte
dichter an den Nullpunkt zu schieben und so den Quotienten || ., /1 ;| zu verkieinem.

Dazu verwendet man fr jeden Iterationsschritt K einen Shift-Parameter S, und definiert die Folge {A<} durch:
a) A=A
b) A -s. | =QR QR-Zerlegung
0 Au=RQ *sl

...detaillierter siehe Buch S. 145/146

Algorithmus QR-Algorithmus:

a) Reduziere das Problem auf Tridiagonal gestalt,
A® A = PAP' , A symmetrisch und tridiagonal , PT O(n) .
b) Approximiere die Eigenwerte mit dem QR-Algorithmus mit Givens-Rotationen angewandt auf A ,
WxA W' » L , W Produkt aller Givens-Rotationen Mjk) .
C) Die Spalten von WP approximieren die Eigenvektoren von A :
WP » [hl,...,h n]
Aufwand :

4
a) § n® Multi plikationen fur die Transformation auf Tridiagonal gestalt,
b) O(n*) Multiplikationen fiir den QR-Algorithmus.

Fur grof3e N Uberwiegt daher der Aufwand fir die Reduktion auf Tridiagonal gestalt.



