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Analysis

1. Grundlagen
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Beispielgrenzwerte für Zahlenfolgen :
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Prinzip des Induktionsbeweises :
- Induktionsanfang : Die Gültigkeit der Aussage für den Startwert zeigen .
- Induktionsvoraussetzung : Aussage sei für beliebiges n bewiesen .
- Induktionsbehauptung : Aussage gilt auch für n+1 .
- Induktionsbeweis : Die Behauptung beweisen (unter Einbeziehung der Voraussetzung) .
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Bernoullische Ungleichung : nxx n +≥+ 1)1(
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Def. Potenzfunktionen : pxxf →:
Def. Exponentialfunktionen : xaxg →:

TODO pic S19

Def. Logarithmus :

Ist 1>a  und 0>b  , so besitzt die Gleichung ba x =  genau eine Lösung .

Diese Lösung ist balog  .

Def. : )(GC m  ist die Menge aller Funktionen RGf →:  , deren partielle Ableitungen der Ordnung m≤  alle
vorhanden und stetig sind .
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Peano-Axiome :
1. Null ist eine natürliche Zahl.
2. Jede natürliche Zahl besitzt einen eindeutig bestimmten Nachfolger.
3. Jede natürliche Zahl ist Nachfolger höchstens einer natürlichen Zahl.
4. Die Zahl Null ist kein Nachfolger einer natürlichen Zahl.

Trichotomiegesetz :
Für je zwei reelle Zahlen ba,  gilt genau eine der folgenden Aussagen :

bababa >=< ,,  .

Def. obere Schranke / untere Schranke :
∅≠⊂ ARA ,

Rx ∈  heißt obere Schranke der Menge A  , wenn gilt : Ay ∈∀  xy ≤  bzw.

Rx ∈  heißt untere Schranke der Menge A  , wenn gilt : Ay ∈∀  xy ≥

Anmerkung :
Die kleinste aller oberen Schranken von A  heißt Supremum von A   , Asup .

Die größte aller unteren Schranken von A  heißt Infimum von A   , Ainf .

Def. beschränkte Menge :
Besitzt A  eine obere und eine untere Schranke, so heißt A  beschränkt .

Def. Gammafunktion : ∫
+∞ −−=Γ

0

1:)( dxtex xt , 0>x

Die Eulersche Gammafunktion stellt die Verallgemeinerung des Fakultätsbegriffes in bezug
auf die Menge der komplexen Zahlen dar. Alle Gesetze für Fakultäten gelten auch für die
Gammafunktion. D.h. z.B.    )()1( xxx Γ⋅=+Γ     und    )!1()( −=Γ nn   .

Multiplikationssatz : BABA detdet)det( ⋅=⋅ ⇒
A

A
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Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren :
Aus einer Basis nbb ,...,1  kann man wiefolgt eine orthonormale Basis nuu ,...,1  konstruieren :

Man definiert sukzessive
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321 bbb  sind linear unabhängig und bilden somit eine Basis des 3R  .

Orthonormale Basis konstruieren :
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2. Logik
Kontraposition : BABA ¬⇒¬⇔⇒

3. Komplexe Zahlen

ibaz += ϕier ⋅= , =r Betrag von z , zarg=ϕ
( d.h.    ϕcosra =      und     ϕsinrb =   )

Rechenregeln :
( ) ( ) ( )21212211 ,,, bbaababa ±±=±
( ) ( ) ( )122121212211 ,,, bababbaababa +−=⋅

Dreiecksungleichung :

C, 21 ∈∀ zz  gilt :  2121 zzzz +≤+

Eulersche Beziehung :

xixe ix sincos +=

!! In C  gibt es keine Ordnungsrelationen . !!

Def. ε -Umgebung : { }εε <−= 00 ::)( zzzzU , 0>ε

4. Abzählbarkeit von Mengen

Zwei nichtleere Mengen A  und B  heißen gleichmächtig , wenn es eine bijektive Abb. von A  auf B  gibt .
Eine Menge heißt abzählbar , wenn sie gleichmächtig zur Menge der natürlichen Zahlen ist .
Eine Menge heißt überabzählbar  , wenn sie weder endlich noch abzählbar ist .

Eine aus endlich vielen Elementen bestehende Menge heißt endliche Menge mit Kardinalzahl n  .
Zwei gleichmächtige Mengen haben die gleiche Kardinalzahl .

Satz :
1.   Jede Teilmenge einer abzählbaren Menge ist wieder abzählbar , oder aber sie ist endlich .
2.   Jede unendliche Menge besitzt eine endliche Teilmenge .
3.  BA,  seien abzählbare Mengen , dann ist auch BA×  abzählbar .

Satz :
Die Menge der rationalen Zahlen ist abzählbar.

Beweis :
Cantorsches Diagonalverfahren :
Anordnung der Brüche in einem zweidimensionalen Schema.
Somit haben wir eine bijektive Abbildung erhalten, da wir die Brüche durchzählen können:
1/1 |-> 1  ,   2/1 |-> 2  ,   1/2 |-> 3  ,   2/2 |-> 4  ,   3/1 |-> 5...
(Zwar werden einige Zahlen doppelt dargestellt (1/1=2/2=3/3), womit wir eigentlich nur gezeigt haben, dass
die Mächtigkeit der natürlichen Zahlen größer als die der rationalen Zahlen ist oder gleich.
Da die Umkehrung trivialerweise gilt, folgt die Behauptung).

TODO Pic S.9

Zuordnung zwischen der Menge  +→ QN  - Bijektion
⇒  positive rationale Zahlen sind abzählbar
⇒  Q  ist abzählbar .
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Satz :
Die Menge der reellen Zahlen ist überabzählbar.
Jede reelle Zahl lässt sich eindeutig als unendlicher Dezimalbruch schreiben.

Kontinuumshypothese : R cardM cardN card:M <<∃/

5. Zahlenfolgen

Def. Zahlenfolge :

Eine Funktion CN: →a  heißt komplexe Zahlenfolge ( )∞
== 0nnaa  .

Def. Nullfolge :
Eine Zahlenfolge heißt Nullfolge, wenn zu jedem 0>ε  ein Index )(εN  existiert, so dass

)(εNn >∀  gilt :  ε<na  .

Def. beschränkte Zahlenfolge :

Eine Zahlenfolge ( )na  heißt beschränkt , wenn die Menge { }Inan ∈:  beschränkt ist .

Satz :

nn ba ,  seien Nullfolgen . ( )na  sei eine beschränkte Zahlenfolge, dann gilt :

( )nn ba +  ist eine Nullfolge und ( )nn ba ⋅  ist eine Nullfolge .

Def. konvergente / divergente Zahlenfolge :
Eine Zahlenfolge ( )na  heißt konvergent  , wenn eine komplexe Zahl C∈a  existiert , so dass

( )aan −  eine Nullfolge ist.

Jede Zahlenfolge , die nicht konvergiert , heißt divergent .

Def. bestimmte Divergenz :
Die reelle Zahlenfolge ( )na  divergiert bestimmt gegen ∞±  , wenn zu jeder positiven reellen Zahl k
ein )(0 kn  existiert , so dass kan > für alle )(0 knn ≥  .

Satz :
Jede konvergente Zahlenfolge ist beschränkt und der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

Sandwichtheorie :
aan → , abn → , nnn bca ≤≤   reelle Zahlenfolgen .

Dann gilt : acn →  .
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Beispiele :
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Def. monoton wachsende / fallende Zahlenfolge :
Eine reelle Zahlenfolge heißt monoton wachsend / fallend, wenn für alle n  ab einem gewissen Index 0n  gilt :

nn aa ≥+1  / nn aa ≤+1  .

Satz :
Eine reelle Zahlenfolge sei monoton wachsend und nach oben beschränkt , dann ist sie konvergent .

Def. Häufungspunkt :
Eine Zahl C∈P  heißt Häufungspunkt einer Zahlenfolge ( )na  , wenn in jeder ε -Umgebung von P
unendlich viele Glieder der Zahlenfolge liegen .

Beispiel :

1. ( )∞

=−= 0)1( n
n

na   nicht konvergent  ;  Häufungspunkte sind –1 und 1 .

2. ( )∞
== 0nn na keine Häufungspunkte

Satz von Bolzano / Weierstraß (im R^n) :
   - Jede beschränkte Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge .
   - Jede beschränkte Zahlenfolge besitzt mindestens einen Häufungspunkt .
   - Eine reelle , beschränkte Zahlenfolge besitzt einen kleinsten und einen größten Häufungspunkt und ist

konvergent genau dann , wenn kleinster und größter HP zusammenfallen .

Def. limes superior / inferior :
Den größten Häufungspunkt einer beschränkten, reellen Zahlenfolge nennt man limes superior ( )nasuplim .

Den kleinsten Häufungspunkt nennt man limes inferior ( )nainflim .

Satz (Cauchy-Kriterium) :
Eine Zahlenfolge ist genau dann konvergent , wenn 0>∀ε  ein )(εN  existiert , so dass gilt :

ε<− mn aa , falls )(, εNmn > .

Derartige (konvergente) Folgen heißen Fundamentalfolgen oder auch Cauchy-Folgen .

Beispiel :
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⇒ keine Cauchy-Folge , d.h. nicht konvergent
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Def. Intervallschachtelung :

nn ba ,  seien reelle Zahlenfolgen , nn ban ≤∀ :  , na  monoton wachsend , nb  monoton fallend und

( )nn ab −  Nullfolge. Dann bilden ( )na  und ( )nb  eine Intervallschachtelung   nn ba , .

Satz :

Eine Intervallschachtelung nn ba ,  definiert genau eine reelle Zahl R∈x  mit :

1. [ ]nnn
bax ,∈∀

2. nnnn
bax

∞→∞→
== limlim

6. Unendliche Reihen

Def. unendliche Reihe :

∑
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 heißt n-te Partialsumme .

Die Reihe konvergiert , wenn die Zahlenfolge der Partialsummen ( )ns  konvergiert .

Beispiele :
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die Reihe ist also konvergent.
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 ist die sogenannte geometrische Reihe ( 1<q ) .

Satz (Cauchy-Kriterium) :

∑
∞

=0n
na  ist genau dann konvergent , wenn zu jedem 0>ε  ein )(εN  existiert , so dass gilt :

ε<− mn ss , falls )(, εNmn >  .

Satz (notwendiges Kriterium für unendliche Reihen) :

Falls ∑
∞

=0n
na  konvergiert , dann gilt : 0lim =

∞→ nn
a  .

Bemerkung :

Kriterium ist nicht hinreichend , denn z.B. :    ∑
∞

=0

1

n
pn

   ,     0
1

lim =
∞→ pn n

⇒ keine Aussage möglich
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Satz :
Aus absoluter Konvergenz folgt die normale Konvergenz .

Satz :
Eine Reihe mit positiven Gliedern ist genau dann konvergent , wenn die Folge ihrer
Partialsummen nach oben beschränkt ist.

Beispiel :  Harmonische Reihe

R,
konvergent:1

divergent:10

divergent:0
1

1
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α
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α
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Satz (Majoranten-Kriterium) :

∑∑ nn ca ,  seien Reihen mit positiven Gliedern , wobei nn can ≤<∀ 0:  gelte . ∑ nc  sei konvergent .

Dann konvergiert auch ∑ na  und es gilt ∑∑ ≤ nn ca  .

Satz (Minoranten-Kriterium) :

∑∑ nn db ,  seien Reihen mit positiven Gliedern , nn bdn ≤∀ :  und ∑ nd  sei divergent .

Dann divergiert auch ∑ nb .

Beispiele :

1. ∑
∞

= +0 73
1

n n
notwendiges Kriterium erfüllt .            

nn 4
1

73
1

>
+

  falls n  hinreichend groß

∑∑
∞

=
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=
11

1
4
1

4
1

nn nn
  → unbeschränkt

Die Summe ∑ n4
1

 ist divergente Minorante .

Satz (Wurzel-Kriterium) :

Ist mit einer festen positiven Zahl  10 << q  fast immer qan
n ≤    ,   d.h.   1suplim <

∞→
n

nn
a   , so

konvergiert die Reihe absolut .

Gilt jedoch fast immer oder auch nur unendlich oft  1≥n
na  , so ist die Reihe divergent .

Beispiel :
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∞

=1 2n
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2
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∞→n

nn
n

n
n n

n
a ⇒ Konvergenz
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Satz (Quotienten-Kriterium) :

Ist mit einer festen positiven Zahl  10 << q  fast immer q
a

a

n

n ≤+1  , so konvergiert die Reihe absolut .

Gilt jedoch fast immer 11 ≥+

n

n

a
a

 , so ist die Reihe divergent .

ACHTUNG :
Kommen die Wurzeln bzw. Quotienten des Wurzel-Kriteriums bzw. Quotienten-Kriteriums beliebig nahe
an 1 heran , so bringen die beiden Kriterien keine Entscheidung.
Es ist unumgänglich eine feste Zahl q  aufzufinden .

Beispiel :
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1

n n
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11
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+ →
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=+=
n
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n

n
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a
       , keine Aussage möglich .

Satz (Vergleich des Wurzel- und Quotientenkriteriums) :
Sei ( )na  eine Folge positiver Zahlen , dann gilt :

1.)
n

n

n
n

nn a
a

a 1suplimsuplim +

∞→∞→
≤

2.) n
nn

n

n

n
a

a
a

infliminflim 1

∞→

+

∞→
≤

D.h. , wenn das Quotientenkriterium keine Aussage liefert , so vielleicht das Wurzelkriterium .

Satz (Leibniz-Kriterium für alternierende Reihen) :

Strebt na  von oben gegen 0  , d.h. nn aan <∀ +1:  , so ist die alternierende Reihe konvergent .

Beispiel :

∑
∞

=

+−

1

1)1(

n

n

n
ist konvergent .

Satz (Rechnen mit konvergenten Reihen):

∑∑ nn ba ,  seien konvergente Reihen und R, 21 ∈cc  , dann gilt :

( ) ∑∑∑ +=+ nnnn bcacbcac 2121 , insbesondere konvergiert diese Reihe ebenfalls .

Satz :
In einer konvergenten Reihe darf man beliebig Klammern setzen .
Schon vorhandene Beklammerungen dürfen jedoch dann und nur dann weggelassen werden , wenn die
so entstehende (unbeklammerte) Reihe wieder konvergiert .
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Def. Umordnung :

∑ nb  heißt eine Umordnung von ∑ na  , wenn eine Bijektion Φ  von N  auf N  existiert , so dass gilt :

)(nn ab Φ=  .

Satz :

Ist ∑ na  absolut konvergent , dann ist auch jede Umordnung der Reihe absolut konvergent und hat

dieselbe Summe .

Großer Umordnungssatz :

jifürIIIM ji
j

j ≠∅=∩=
=

,
1
U ,

∑
∈M

a
α

α  sei absolut konvergent . Dann gilt für jede beliebige Zerlegung von M  :

∑∑∑
= ∈∈

=
1i IM i

aa
α

α
α

α  .

Def. Cauchysche Produktreihe :

∑
∞

=0n
na ,∑

∞

=0n
nb  seien gegeben , dann heißt   ∑ ∑

∞

= =
−

0 0n

n

i
iin ba    Cauchysche Produktreihe der beiden Reihen .

Satz (Cauchy-Produkt) :

Sind ∑∑ nn ba ,  absolut konvergent , so gilt :

( ) ( ) ( )∑∑∑∑∑∑
∞

=== =
− ++===⋅

0
00

0,0 0

...
n

nn
ji

ji
n i

iinnn bababababa    = ebenfalls absolut konvergent .

Grundreihen :

Die harmonischen Reihen ∑
∞

=1

1

n nα
 sind für 1≤α  divergent und für 1>α  konvergent .

Bsp. : ∑
∞

=1

1

n n
 = divergent

6
1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n

7. Reelle Funktionen einer reellen Variablen

7.1 Stetige Funktionen

Def. :
Die Funktion f  ist an einer Stelle x  ihres Definitionsbereiches X  stetig , wenn für jede

Folge ( )ny  aus X , die gegen x  strebt , immer auch )()( xfyf n →  konvergiert .

Beispiel :





>
≤−

=
0,1
0,1

)(
x
x

xf  ist in 0 unstetig , da z.B. 0
1

→
n

 , aber 







n
f

1
nicht )0(f→  strebt .
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Satz :
Die Betragsfunktion , Polynome , rationale Funktionen , Exponentialfunktionen , Logarithmusfunktionen
und Potenzfunktionen sind ausnahmslos an jeder Stelle ihres jeweiligen Definitionsbereiches stetig .

Delta-Definition der Stetigkeit :
Eine Funktion   RRXf →⊆:    ist genau dann in Xx ∈0  stetig , wenn zu jedem 0>ε
ein 0)( >εδ  existiert , so dass gilt :

ε<− )()( 0xfxf , falls δ<− 0xx   .

Def. gleichmäßige Stetigkeit :
Eine Funktion   RRXf →⊆:    ist genau dann in Xx ∈0  stetig , wenn zu jedem 0>ε
ein 0)( >εδ  existiert , so dass gilt :

ε<− )()( 0xfxf     für alle Xxx ∈0, mit δ<− 0xx   .

Def. Lipschitz Stetigkeit :
Eine Funktion   RRXf →⊆:    ist genau dann lipschitz-stetig auf X  , wenn es eine Konstante 0>L
gibt , so dass für alle Xyx ∈, gilt :

yxLyfxf −≤− )()( .

Satz :
Sind die Funktionen gf ,  in 0x  stetig , so auch     fgfgf ⋅∈∀⋅± αα :R,,   .

Falls 0)( 0 ≠xg  , so ist auch 
g
f

 in 0x  stetig .

Ebenso ist die Zusammensetzung ))(( xgf  von stetigen Funktionen wieder stetig .

Def. stetige Funktion :
Eine reellwertige Funktion heißt in M  stetig , falls sie in allen Punkten von M  stetig ist .

Zwischenwertsatz von Bolzano :
Eine auf dem Intervall [ ]ba,  stetige Funktion nimmt dort jeden beliebigen Wert y  an , der zwischen

)()( bfyaf ≤≤  liegt .

Def. offene Menge :
Eine Menge R⊆M  heißt offen , wenn zu jedem Mx ∈  ein 0>ε  existiert , so dass MU ⊂ε  gilt .

Beispiele :
R=M  ist offen ∅  ist offen

( )ba,  ist offen ]( ba,  ist nicht offen
Def. abgeschlossene Menge :

Eine Menge R⊆M  heißt abgeschlossen , wenn jede konvergente Folge von Zahlen aus M  einen
Grenzwert hat , der in M  liegt .

Beispiele :
∅R,  sind abgeschlossen [ ]ba,  ist abgeschlossen

( ]ba,  ist nicht abgeschlossen
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Satz :
Eine Menge R⊆M  ist genau dann abgeschlossen , wenn   R \ M   offen ist .

Def. kompakte Menge :
Eine Menge R⊆M  heißt kompakt , wenn jede beliebige Folge aus M  eine konvergente Teilfolge
enthält , deren Grenzwert in  M  liegt .

Satz :
Eine Menge ist genau dann kompakt , wenn sie abgeschlossen und beschränkt ist .

Beispiel :
R  ist nicht kompakt [ ]ba,  ist kompakt

Def. innerer Punkt :
Mx ∈  heißt innerer Punkt der Menge M  , wenn es eine ε -Umgebung von ihm gibt, welche

vollständig in M  liegt .

Schlussfolgerung :
Eine Menge ist offen genau dann , wenn jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt ist .

Def. Randpunkt :
Mx ∈  heißt Randpunkt von M  , wenn es in jeder ε -Umgebung von ihm mindestens einen Punkt
MQ ∈  und mindestens einen Punkt MR ∉  gibt .

Beispiel :

{ }1:C <∈ zz = Kreisscheibe

Häufungspunkte sind alle 1≤z  .

Sei =M  (  { }1<z \ { }a   ) { }b∪  , dann sind a  und b  Randpunkte .

Satz :
Eine auf einem kompakten Definitionsbereich definierte und stetige Funktion hat dort einen kleinsten und
einen größten Funktionswert .

Def. Überdeckung :
Gibt es zu jedem R⊆∈ Mx  eine offene Menge xG  , so dass gilt xGx ∈  , dann sagt man , die Menge

aller xGG U=  bildet eine Überdeckung der Menge M  .

Enthält diese Überdeckung G  eine endliche Teilmenge , die ebenfalls schon M  überdeckt , so sagt man ,
G  enthält eine endliche Überdeckung .

Heine-Borelscher Überdeckungssatz :
Eine Teilmenge R⊆M  ist genau dann kompakt , wenn jede Überdeckung dieser Menge durch offene
Mengen eine endliche Überdeckung enthält .
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Beispiel :

{ }N,/1 ∈= nnM 







−+
=

1
1

,
1

1
nn

Gn , ,...3,2=n

( )1,3/12 =G , ( )2/1,4/13 =G
Die nG  sind offene Mengen und überdecken M .

Allerdings enthält diese Überdeckung keine endliche Überdeckung.

Desweiteren : M∈0   ,  aber 0/1 →n   ⇒  M ist nicht kompakt .

Satz :
Eine Funktion sei auf ihrem Definitionsbereich streng monoton und stetig , dann existiert auf ihrem
Wertebereich die Umkehrfunktion , welche stetig und im selben Sinne monoton ist .

7.2 Potenzreihen

Def. Potenzreihe :

Eine unendliche Reihe ∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n zza ,   C,, 0 ∈zzan

heißt Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt 0z .    Die na  heißen Koeffizienten der Potenzreihe .

Konvergenzsatz für Potenzreihen :

Der Konvergenzradius der Potenzreihe   ∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n zza     ist     

n
na

r
suplim

1
:=  .

Ist r  positiv , so ist die Reihe

absolut konvergent ,wenn rzz <− 0 .

divergent ,wenn rzz <− 0 .

Im Fall 0=r  konvergiert sie nur für .0zz =

TODO pic Heuser 1 S.363 scan

Satz :
Sind fast alle Koeffizienten einer Potenzreihe von Null verschieden , so ist ihr Konvergenzradius gleich

1

lim
+

=
n

n

a
a

r , falls dieser Grenzwert im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existiert .

Beispiel :

1.) ∑
∞

=0 !n

n

n
z

, 00 =z , 
!

1
n

an =

rn

n

n
a
a

n

n

n
=∞=+=

+

=
+

∞→
)1lim(

)!1(
1
!

1

limlim
1

⇒ absolut konvergent für alle z
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2.) ∑
∞

=0n

nz , Entwicklungspunkt 00 =z , 11 =⇒= ran

⇒ Konvergenz im Inneren der Kreisscheibe  ( für 1=< rz  ) .

Divergenz für 1>z  .

z
z

n

n

−
=∑

∞

= 1
1

0

= geometrische Reihe

Satz :

Die durch eine Potenzreihe definierte Funktion ∑
∞

=

−=
0

0 )()(
n

n
n zzazf  ist im Innern der

Konvergenzscheibe , d.h. rzzz <−∀ 0:    ,   stetig.

Identitätssatz für Potenzreihen :
Gegeben seien zwei Potenzreihen mit gleichem Entwicklungspunkt ,

∑
∞

=

−=
0

0 )()(
n

n
n zzazf      und     ∑

∞

=

−=
0

0 )()(
n

n
n zzbzg    , mit positiven Konvergenzradien .

Gilt dann )()( jj zgzf =  in einer Punktfolge ( )jz     mit   0lim zz j
j

=
∞→

   ,   dann gilt z∀ : )()( zgzf =  .

Beispiel-Reihen :

∑
∞

=

=
0 !n

n
z

n
z

e ∑
∞

=

+

+
−

=
0

12

)!12(
)1(

sin
n

nn

n
z

z ∑
∞

=

−
=

0

2

)!2(
)1(

cos
n

nn

n
z

z

(siehe später Fourier-Reihen)

Folgerung : xixe ix sincos +=

8. Differentialrechnung für reelle Funktionen

8.1 Begriff der Ableitung

Def. Differentialquotient :
)(xf  sei in )( 0xU ε  definiert und R0 ∈x  , dann heißt

h
xfhxf )()( 00 −+

Differentialquotient von f  an der Stelle 0x  .

Existiert der Grenzwert 
h

xfhxf
h

)()(
lim 00

0

−+
→

  ,  so ist f  in 0x  differenzierbar .

TODO : bsp fuer sinx und x^n

Satz :
)(xf  sei in 0x  differenzierbar , dann ist )(xf  in 0x  stetig .

!! Die Umkehrung gilt nicht. !!
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Def. lokales Extremum :
)( 0xf  hat an der Stelle )(0 fDx ∈  ein lokales Extremum , wenn eine ε -Umgebung von 0x  existiert , so

dass gilt : )()( 0 fDxUx ∩∈∀ ε  : )()( 0xfxf ≤ oder aber

)()( 0 fDxUx ∩∈∀ ε  : )()( 0xfxf ≥ .

Im ersten Fall spricht man von lokalem Maximum , im zweiten Fall von lokalem Minimum .

Satz (notwendige Bedingung für lokale Extrema):
Die Funktion )(xf  besitze in dem inneren Punkt 0x  ein lokales Extremum und sei dort differenzierbar ,

dann gilt : 0)(' 0 =xf  .

Satz (hinreichende Bedingung für lokale Extrema):
Sei f  auf [ ]ba,  definiert und in ( )ba,   n-mal stetig differenzierbar und sei für ( )bax ,∈

0)(...)('')(' )1( ==== − xfxfxf n , 0)()( ≠xf n  .

Wenn n ungerade ist, so hat f  in x  kein lokales Extremum .

Wenn n gerade ist, so hat f  in x  ein lokales Extremum im engeren Sinn , und zwar :

- ein lokales Minimum , wenn 0)()( >xf n

- ein lokales Maximum , wenn 0)()( <xf n .

Beispiel für einseitige Ableitung :

xxf =)( , 00 =x

1)0(' =⇒ +f und 1)0(' −=−f

8.2 Differentiationsregeln

Satz :
Die Funktionen )(),( xgxf  seien in 0x  differenzierbar , dann gilt :

1.) ucy ⋅= ⇒ '' ucy ⋅= ( Faktorregel )

2.) vuy ±= ⇒ ''' vuy ±= ( Summenregel )

3.) vuy ⋅= ⇒ ''' uvvuy += ( Produktregel )

4.)
v
u

y = ⇒
2

''
'

v
uvvu

y
−

= ( Quotientenregel )

5.) ))(( xgfy =    bzw.   )(ufy =    mit   )(xgu = ( Kettenregel )

⇒ )(')('' xgufy ⋅=

Satz (Ableitung der Umkehrfunktion) :

)(xf  sei streng monoton in einer ε -Umgebung von 0x  und )(' 0xf  existiere , dann existiert )(1 xf −  in

einer Umgebung von )( 0xf  und es gilt : 1)(')(' 1 =⋅ − xfxf  .
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Beispiel :
xeyxf ==)( - streng monoton

Umkehrfunktion : xy =ln
ye

dx
dydx

yd
x

111ln
===

Standard-Ableitungen :

1.) xxf sin)( = xxf cos)(' =⇒
2.) xxf cos)( = xxf sin)(' −=⇒

3.) xxf tan)( =
x

xf
2cos

1
)(' =⇒

4.) xaxf =)( aaxf x ln)(' =⇒ 0>a
5.) xexf =)( xexf =⇒ )('

6.) xxf ln)( =
x

xf
1

)(' =⇒

8.3 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Def. :
Eine reelle Funktion heißt in einem Intervall differenzierbar  , wenn diese Funktion in den inneren Punkten
differenzierbar ist und in den möglicherweise vorhandenen Randpunkten einseitig differenzierbar ist .

Mittelwertsatz der Differentialrechnung :
)(xf  sei in [ ]ba,  stetig und in ( )ba,  differenzierbar , dann gibt es ein  ( )bax ,∈  , so dass gilt :

ab
afbf

xf
−
−

=
)()(

)('

geometrische Deutung :
Es existiert eine Tangente mit dem gleichen Anstieg wie die Sekante durch die
Punkte ( ))(, afa  und ( ))(, bfb  .

⇒
Satz von Rolle (Spezialfall des MWS) :

Ist )(xf  in [ ]ba,  stetig , in ( )ba,  differenzierbar und gilt  )()( afbf =  , dann existiert

mindestens ein ( )bax ,∈   mit 0)(' =xf .

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung :
)(xf  sei in [ ]ba,  stetig und in ( )ba,  differenzierbar und sei   ( ) 0)(':, ≠∈∀ xgbax   , dann gibt es

ein ( )bax ,∈  , so dass gilt :

)()(
)()(

)('
)('

agbg
afbf

xg
xf

−
−

=
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Regel von l’Hospital :
Die Funktionen f  und g  seien differenzierbar  ,  0)(': ≠∀ xgx    und es sei

1.) 0)(lim)(lim ==
→→

xgxf
axax

oder

2.) ±∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

,

dann gilt :
)('
)('

lim
)(
)(

lim
xg
xf

xg
xf

axax →→
= , falls dieser Grenzwert existiert .

Beispiel :

1
1

cos
lim

sin
lim

00
==

→→

x
x

x
xx

8.4 Höhere Ableitungen

Def. stetig differenzierbar :
Besitzt f  in einem Intervall n Ableitungen , und ist die n-te Ableitung in diesem Intervall stetig ,

so sagt man , f  ist in diesem Intervall stetig differenzierbar .

8.5 Taylorpolynome und Taylorreihen

Satz von Taylor :

Die Funktion )(xf  sei in einem Intervall I    1+n  mal stetig differenzierbar  ( ))(1 ICf n +∈  , dann gilt :

1
0

00
)1(

0
0

0
)(

)(
)!1(

))((
)(

!
)(

)( +
+

=

−
+

−+
+−= ∑ n

nn

k

k
k

xx
n

xxxf
xx

k
xf

xf
ϑ

, 10 ≤≤ ϑ

, wobei der zweite Summand Restglied von Lagrange heißt .     (Summe siehe Potenzreihen)

- Für 0=n  folgt der MWS :

0

0
00

)()(
)(')()(')()(

xx
xfxf

fxxfxfxf
−
−

=⇒−⋅+= ξξ  .

- Die Wahl des Entwicklungspunktes entscheidet, ob die Funktion vereinfacht wird, oder nicht .

Satz (Taylorsche Konvergenzbedingung) :
Die Taylor-Reihe konvergiert genau dann , wenn das Lagrange-Restglied für ∞→n  gegen 0 konvergiert .
Dies ist immer dann der Fall, wenn es Konstanten α  und C  gibt , so dass

Ix ∈∀     und    N∈∀n      stets       nn Cxf ⋅≤ α)()(       bleibt .

Beispiele für die Taylorsche Entwicklung : ( 00 =x  )

1.) xexf =)(   -  beliebig oft differenzierbar mit 1)0()( =kf

x
nn

x e
n
x

n
xxx

xe ϑ

)!1(!
...

!3!2
1

132

+
++++++=⇒

+

0
)!1()!1(

11

→
+

≤
+

=
++

x
n

x
n

n e
n

x
e

n
x

R ϑ   für  ∞→n     , also   :    ∑
∞

=

=
0 !n

n
x

n
x

e
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2.) xxf sin)( = -  beliebig oft differenzierbar

Ableitungen sind : xxf kk sin)1()()2( −=      und    xxf kk cos)1()()12( −=+         , also

0)0()2( =kf     und    kkf )1()0()12( −=+

)cos(
)!12(

)1(
)!12(

)1(...
!7!5!3

sin
1212

1
753

x
n
x

n
xxxx

xx
n

n
n

n ϑ
+

−+
−

−++−+−+=⇒
+−

−

es folgt : ∑
∞

=

+

+
−=

0

12

)!12(
)1(sin

n

n
n

n
x

x

9. Integralrechnung für reelle Funktionen

Integrationsregeln :

1.) ( ) ∫∫∫ ±=± dxxgbdxxfadxxbgxaf )()()()(

2.) ∫∫ −= vdxuuvdxuv ''

3.) CxgFdxxgxgf +=⋅∫ ))(()('))(( oo
4.) Substitutionsregel

f  sei stetig auf [ ]ba,    ,  g  stetig differenzierbar auf [ ]βα ,   ,  [ ] [ ]bag ,),( ⊂βα   und

ag =)(α  , bg =)(β , dann gilt :

∫∫ =
β

α
dttgtgfdxxf

b

a
)('))(()(

Spezialfälle :

)(
1

)( baxF
a

dxbaxf +=+∫
)(ln

)(
)('

xgdx
xg
xg

=∫

Grundintegrale :

xdx
x

ln
1

=∫ (ohne 0) xdx
x

arctan
1

1
2

=
+∫ auf R

xxdx sincos =∫ xxdx cossin −=∫ beide auf R

xdx
x

arcsin
1

1
2

=
−

∫ auf ( )1,1−
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Satz (Integration rationaler Funktionen) :
Seien )(),( xQxP  teilerfremde Polynome .

Die rationale Funktion 
)(
)(

)(
xQ
xP

xf =  lässt sich stets in der Form

)(
)(

)()(
xQ
xP

xGxf
m

n+= darstellen , wobei )(xG  ein Polynom ist , und  )(),( xQxP mn  Polynome

n-ten bzw. m-ten Grades mit mn ≤≤0  D.h. 
)(
)(

xQ
xP

m

n  ist „echt gebrochen“ .

Satz (über die Partialbruchzerlegung) :

Jede echt gebrochenrationale Funktion 
01

1
1

01
1

1

...
...

)(
)(

)(
bxbxbxb
axaxaxa

xQ
xP

xf
m

m
m

m

n
n

n
n

m

n

++++
++++

==
−

−

−
−     ,  ( )mn >

mit teilerfremdem Zähler- und Nennerpolynom ist eindeutig in eine Summe von Partialbrüchen der Form

( )kx
A
α−

   und   
( )m

qpxx

DCx

++

+
2

,  R,,,,, ∈DCAqpα zerlegbar .

Der Ansatz für die Partialbruchzerlegung lautet :

)(
)(

xQ
xP

...)()...()()(
...

2121
22

2
11

2
21

01
1

1
mmkk

n
n

n
n

qxpxqxpxxx
axaxaxa

++++−−
++++

=
−

−

αα

+
−

++
−

+
−

=
1

1

)(
...

)( 1
2

1

2

1

1
k

k

x

A

x
A

x
A

ααα

    ...
)(

...
)( 2

2

2
2

2

2

2

1 +
−

++
−

+
− k

k

x

B

x
B

x
B

ααα

    +
++

+
++

++
+

+
++

+
+

1

11

)(
...

)( 11
22

11
2

22

11
2

11
m

mm

qxpx

DxC

qxpx
DxC

qxpx
DxC

    ...
)(

...
)( 2

22

22
22

22
2

22

22
2

11 +
++

+
++

++
+

+
++

+
+

m

mm

qxpx

FxE

qxpx
FxE

qxpx
FxE

.

Zur Bestimmung der Konstanten multipliziert man den obigen Ausdruck mit )(xQ  und vergleicht den sich

dabei ergebenden Zähler )(xZ  mit )(xP  .  Dabei ist )()( xPxZ ≡  .   Man ordnet )(xZ  nach Potenzen

von x  und setzt die Koeffizienten gleicher Potenzen von )(xZ  und )(xP  gleich .  (Koeffizientenvergleich)

1. Beispiel :

)1(
)1()1()1(

11
16

2

2

3

2

−
−+++−

=
+

+
−

+=
−

+−
xx

xCxxBxxA
x
C

x
B

x
A

xx
xx

Gleichsetzen der Koeffizienten vor gleichen Potenzen von x  im Zähler der linken und der rechten Seite der
Gleichung führt auf das Gleichungssystem

CBA ++=6 , CB −=− 1 , A−=1 , dessen Lösung die Werte
1−=A  , 3=B  , 4=C   ergibt .
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2. Beispiel :

3
32

2
1

3
1

3
3

2
211

3 )1(
)1()1()1(

)1()1(1)1(
1

−
+−+−+−

=
−

+
−

+
−

+=
−
+

xx
xBxxBxxBxA

x
B

x
B

x
B

x
A

xx
x

Und die Koeffizienten wieder mittels Koeffizientenvergleich bestimmen .

Def. Riemannsche Summe :

∑
=

⋅=
jn

k

j
k

j
kjj IfZfS

1

)()( )(:),,( ξξ , [ ])()(
1

)()( ,: j
k

j
k

j
k

j
k xxI −=∈ξ

Def. Riemann-integrierbar :
Die Funktion [ ] R,: →baf  heißt Riemann-integrierbar auf [ ]ba,  , wenn jede ihrer Riemann-Folgen

( )),( jjZS ξ  gegen ein und denselben Grenzwert konvergiert . kk

n

IZ
1

max
=

=  = Feinheitsmaß

Diesen Grenzwert  ∫
b

a
dxxf )(   nennt man Riemann-Integral von f  auf [ ]ba,  .

Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung :
Besitzt die Funktion F  auf dem Intervall [ ]ba,  eine stetige oder auch nur R-integrierbare Ableitung , so ist

∫+=
b

a
dxxFaFbF )(')()( bzw. )()()(' aFbFdxxF

b

a
−=∫ .

D.h. man kann den Endwert )(bF  der Funktion aus ihrem Anfangswert )(aF  und ihrer

Änderungsrate 'F  rekonstruieren .

Cauchysches Integrabilitätskriterium :
Die Funktion [ ] R,: →baf  ist genau dann Riemann-integrierbar auf [ ]ba,  , wenn es zu jedem 0>ε
ein 0>δ  gibt , so dass bei jeder Wahl der Zwischenvektoren 1ξ  und 2ξ  stets

εξξ <− ),,(),,( 2211 ZfSZfS gilt , wenn nur δ<21 , ZZ  ist .

Satz :
Jede auf [ ]ba,  stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar . D.h. [ ] [ ]ba,Rba,C ⊂

Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung :
Jedes [ ]ba,C∈f  besitzt eine Stammfunktion auf [ ]ba,  , z.B. die Funktion

∫=
x

a
dttfxF )(:)( , ( )bxa ≤≤  .
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Def. Darbouxsche Integrale :
{ }nxxZ ,...,: 0=   ist Zerlegung von  [ ]ba,   mit [ ]kkk xxI ,: 1−=   , )(inf: kk Ifm =  , )(sup: kk IfM =

∑
=

=
n

k
kk ImZfU

1

:),(      und    ∑
=

=
n

k
kk IMZfO

1

:),(   sind Untersumme bzw. Obersumme .  Dann ist

),(sup:)( ZfUdxf
Z

b

a
=∫ das untere D-Integral und

),(inf:)( ZfOdxf
Z

b

a
=∫ das obere D-Integral .

Satz (Darbouxsches / Riemannsches Integrabilitätskriterium) :
Die Funktion [ ]baBf ,∈   , d.h. reellwertig und beschränkt , ist genau dann D/R - integrierbar auf [ ]ba,  ,

wenn es zu jedem 0>ε  eine Zerlegung Z  gibt mit ε<− ),(),( ZfUZfO  .

Def. Nullmenge :
Die Menge R⊂M  heißt Nullmenge oder Menge vom Maß 0 , wenn es zu jedem 0>ε  höchstens

abzählbar viele abgeschlossene (oder auch offene) Intervalle jI  gibt , die M  überdecken und deren

„Längensumme“ ε≤∑ kI  ist .

Satz :
1.) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge .
2.) Endliche und abzählbare Teilmengen von R  sind Nullmengen .
3.) Die Vereinigung höchstens abzählbar vieler Nullmengen ist wieder eine Nullmenge .

Def. fast überall (f.ü.) :
Man sagt , die Funktion f  sei fast überall auf X  stetig oder differenzierbar , wenn die Punkte von X  ,

in denen sie unstetig bzw. nicht differenzierbar ist , jeweils nur eine Nullmenge bilden .

Satz (Lebesguesches Integrabilitätskriterium) :
Die Funktion f  ist genau dann auf [ ]ba,  R-integrierbar , wenn sie dort beschränkt und fast überall
stetig ist.

Def. : [ ]),max(,),min(:, bababa =

Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung :
Ist f  auf ba,  R-integrierbar , so gibt es eine wohlbestimmte Zahl µ   mit   ff supinf ≤≤ µ  , so dass

)()( abdxxf
b

a
−=∫ µ . D.h. )( fµ  ist der Mittelwert von f  .

Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung :
Die Funktionen gf ,  seien auf ba,  R-integrierbar , und es sei 0≥g  oder 0≤g  .

Dann gibt es ein µ   mit   ff supinf ≤≤ µ    , so dass

∫∫ =
b

a

b

a
gdxfgdx µ .
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Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung :
f  sei monoton und g  sei stetig auf ba,  .  Dann gibt es in ba,  einen Punkt ξ  mit

∫∫∫ +=
b

a

b

a
gdxbfgdxaffgdx

ξ

ξ
)()( .

Def. uneigentliches Integral :

∫
b

a
dxxf )(   existiere als R-Integral für beliebige ab >  .

Dann heißt   ∫∫ ∞→

∞
=

b

aba
dxxfdxxf )(lim)(    im Falle der Konvergenz uneigentliches R-Integral über [ )∞,a .

Beispiel :

1.) ( ) 11

111
limlimlim −−−

∞→

−

∞→

−

∞→

∞ − =+−=−== ∫∫ eeeedxedxe b

b

bx

b

b x

b

x

2.) ∫
∞

1 sin x
dx

  existiert nicht

3.) ∫
∞

1 2x
dx

  exisiert

Satz (Cauchysches Konvergenzkriterium) :

Das uneigentliche Integral ∫
+∞

a
dxxf )(  konvergiert genau dann , wenn zu jedem 0>ε  ein  a>)(εδ

existiert , so dass gilt :   ε<∫
2

1

)(
x

x
dxxf mit  )(12 εδ>> xx .

Beispiel 1 :

ε<−=





−=∫

21
2

1111 2

1

2

1 xxx
dx

x

x

x

x

x
⇒ Konvergenz , Existenz

( D.h. es finden sich immer )(12 εδ>> xx  , so daß der Betrag ε<  ist .  )

Beispiel 2:

∫
∞

0

sin
dx

x
, falls 0=x , 1

sin
=

x
x

∫
2

1

sinx

x
dx

x
x

partielle Integration :     xu sin'=     ,    
x

v
1

=         xu cos−=⇒     ,    
2

1
'

x
v −=

∫
2

1

sinx

x
dx

x
x

∫−−=
2

1

2

1

2

cos1
cos

x

x

x

x

dx
x

x
x

x ∫−+−=
2

1
2

1

1

2

2 coscoscos x

x
dx

x
x

x
x

x
x

∫
2

1

sinx

x
dx

x
x

0,

2
12

21

2

1

11

>

∫++≤
xx

x

x x
dx

xx

2

1

111

12

x

xxxx
−+= ε<=

1

2
x

      ,   falls 
ε
2

1 >x  .

D.h. nach dem Cauchy-Kriterium ist das obige Integral konvergent .







 =∫

∞

2
sin

0

π
dx

x
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Satz (Majorantenkriterium) :

Ist gf ≤  auf  [ )+∞,a  und konvergiert ∫
+∞

a
gdx  , so ist ∫

+∞

a
fdx  (absolut) konvergent .

Satz (Minorantenkriterium) :

Ist fh ≤≤0  auf [ )+∞,a  und divergiert ∫
+∞

a
hdx  , so divergiert auch ∫

+∞

a
fdx  .

10. R^n , metrischer und normierter Raum

Def. Vektorraum :
- „+ „ ist kommutativ und assoziativ
- Existenz von Nullelement und den Inversen
- Skalare können in Summe von zwei Vektoren reinmultipliziert werden

- Konvergenz von Zahlenfolgen wie im R  , bloss mit Norm statt Betrag .

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung : yxyx ⋅≤⋅

Def. Polygonzug :
= endlich viele Geradenstücke

U
1

0
10 ),...,(

−

=
+=

n

j
jjn xxxxP

Def. zusammenhängende Punktmenge :
Eine Punktemenge RM ⊆  heisst zusammenhängend, wenn für je zwei Punkte aus M ein Polygonzug
existiert , der diese Punkte verbindet und vollständig in M  verläuft .

- Ein Gebiet des nR  ist eine offene und zusammenhängende Punktmenge .

Def. Norm :

RV →⋅ : , Eigenschaften :

1.) 00 ≠∀> xx , 00 =

2.) xx ⋅= λλ

3.) yxyx +≤+

V  heisst mit ⋅  normierter Raum .

Beispiele für normierte Räume :

1.) nR  mit 1,2, ∞ -Norm (Betragssummennorm,Euklid. Norm,Maximumnorm (maximale Komponente))

2.) =∞ :l Menge aller beschränkten Zahlenfolgen mit jxx sup=
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Def. Metrik :
RVVd →×⋅⋅ :),( , Eigenschaften :

1.) ( )yxyxd ≠∀> 0),( , 0),( =xxd
2.) ),(),( xydyxd =
3.) ),(),(),( zydyxdzxd +≤
V  heisst mit ),( ⋅⋅d  metrischer Raum .

- Jeder normierte Raum wird zum metrischen Raum  mittels yxyxd −=),(  .

11. Reelle Funktionen des R^n in den R^m , Differentialrechnung im R^n

Def. Stetigkeit im R^n :

Eine Funktion mn RRXf →⊆:  heisst stetig an der Stelle Xx ∈0  , wenn für jede beliebige Folge

( )nx  mit   0xx
nn ∞→
→    folgt )()(lim 0xfxf nn

=
∞→

.

Beispiel :

1.)






+=
0

2
)( 22 yx

xy
xf

0,
)0,0(),(,

==
≠

yx
yx

stetig für )0,0(),( ≠yx  , für 0== yx  gilt :

0)0,0(1
2

lim),(lim
22

2

00
=≠=

+
=

→→
f

xx
x

yxf
xx

⇒ unstetig in )0,0(

2.)


 =⋅

=
sonst
yx

yxf
,1

0,0
),(

auf Achsen unstetig , sonst stetig

Differentialrechnung im R^n :

Def. :

 12: RRGf →⊂ , Im Falle der Existenz heissen

),(
),(),(

lim 00
0000

0
yxf

h
yxfyhxf

xh
=

−+
→

 partielle Ableitung nach x

),(
),(),(

lim 00
0000

0
yxf

h
yxfhyxf

xh
=

−+
→

 partielle Ableitung nach y .

!! Aus der Existenz der partiellen Ableitungen folgt nicht die Stetigkeit. !!  (Im Gegensatz zu R^1)
(siehe oben , Beispiel 1)

!! Existenz der partiellen Ableitungen heisst nicht, dass die Funktion differenzierbar sein muss. !!



24

Satz :

Ist f  in einem Gebiet G  des 2R  überall partiell differenzierbar , und sind die beiden partiellen Ableitungen

stetig in G  , so ist f  stetig in G  .

Satz von Schwarz (für partielle Ableitungen) :
Existieren sämtliche partiellen Ableitungen und sind diese stetig , dann sind die gemischten

Ableitungen gleich . d.h. ),(),( yxfyxf yxxy =

Beispiel :
32)( xyxyxf += , 223 xyyf x += ,

32yxxf y +=

yxxy fyxf =+= 261

Def. Gradient :





















∂
∂

∂
∂

=

nx
f

x
f

fgrad
)(

)(

)(
1

ξ

ξ

ξ M

Def. Richtungsableitung :

l  sei ein normierter Richtungsvektor . Der Grenzwert 
t

xfltxf
t

)()(
lim 00

0

−⋅+
→

 heisst im Falle der

Existenz   Richtungsableitung von f  in 0x  in Richtung l  .

Satz :

Ist RRf n →:  in 0x  differenzierbar , so existiert die Richtungsableitung für beliebige Richtungen

und es gilt : lxfgrad
l
xf

,)(
)(

0
0 =

∂
∂

.

Lokale Extrema :

Notwendiges Kriterium für die Existenz lokaler Extrema :
Die Funktion f  besitze in dem inneren Punkt ξ  ein lokales Extremum und sei in ξ  nach allen Variablen

partiell differenzierbar. Dann ist notwendig 0)( =ξfgrad  .

Def. Hesse-Matrix :



























∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

nnnn

n

n

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xf

)()()(

)()()(

)()()(

2

2

2

1

2

2

2

22

2

21

2
1

2

12

2

11

2

- Für eine 2C -Funktion ist die Hesse-Matrix nach dem Satz von Schwarz eine symmetrische Matrix .



25

Hinreichendes Kriterium für die Existenz lokaler Extrema :

Für die Funktion 2Cf ∈  gelte in einem Punkt ξ     0)( =ξfgrad   , ist dann die Hesse-Matrix )(ξfH
positiv bzw. negativ definit (alle Hauptunterdeterminanten 0> ) , so besitzt f  an der Stelle ξ  ein

lokales Minimum bzw. Maximum im engeren Sinne .

Beispiel 1 :
22),( yxyxf += 0)0,0( =fgrad









=








+

+
=

20
02

222
222

)0,0(
yx

yx
H f 4det =⇒ H

Die Hesse-Matrix ist also positiv definit , somit befindet sich an der Stelle )0,0( ein lokales Minimum .

Beispiel 2 :
22),( yxyxf = 0)0,0( =fgrad









=








=

00
00

24
42

)0,0(
2

2

xxy
xyy

H f 0det =⇒ H

Die Hesse-Matrix ist also werder positiv noch negativ definit , somit befindet sich an der Stelle )0,0( kein

Lokales Extremum .

Implizite Funktionen :

F  sei in ),( 00 yxU ε  stetig und es gelte 0),( 00 =yxF .

f  sei in ),( 00 yxU ε streng monoton bezüglich y  , und x  sei fest .

Dann gibt es eine Umgebung von ),( 00 yx  , so dass gilt : )(xfy =   und f  stetig in dieser Umgebung .

(siehe Übungen zur Auflösbarkeit)

12. Jordankurven und Funktionen von beschränkter Schwankung

Def. Kurve :

Die Funktion [ ] nRba →Φ ,:   sei stetig auf dem Intervall .

Dann heisst die Bildmenge [ ]{ }battC ,:)( ∈Φ=   Kurve  im nR .

Beispiel :

1.) 







=Φ

tr
tr

t
sin
cos

)( = Kreis

2.) )()( 010 xxtxt −⋅+=Φ - Verbindung im n-dimensionalen,incl.der Randpunkte [ ]( )1,0∈t
3.) =Φ )(t const. - Kurve ist ein einziger Punkt
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Def. Jordankurve :
C  heisst Jordankurve  , wenn Φ  injektiv (eineindeutig) ist .

C  heisst geschlossene Jordankurve  , wenn Φ  für ( )bat ,∈  injektiv ist und )()( ba Φ=Φ  .

Ist )(1 IC∈Φ  , dann heisst die Kurve glatt .

C  heisst stückweise glatt , wenn eine Zerlegung existiert , so dass ]),([ 1
1

+∈Φ jj ttC ,  j=0,...,n-1

Def. Länge der Kurve :
Wenn eine Zerlegung Z  des Intervalls existiert ,   und ∞<= )(sup)( ZlCL , mit

∑
=

+−=
n

i
ii xxZl

0
1)( , ( )btttaZ n =<<<== ...10 , )( ii tx Φ= ,

dann heisst die Kurve C   , [ ]( )nRba →Φ ,: ,   rektifizierbar / messbar mit der Länge )(CL .

Beispiele :
TODO

Satz :

Es sei durch [ ] nRba →Φ ,:  eine glatte Kurve C  definiert , dann ist C  rektifizierbar und hat die Länge

( )∫ ∑∫
=

Φ=Φ=
b

a

n

j
j

b

a
dtttCL

1

2)(')(')( .

Beispiel :









=Φ

tr
tr

t
sin
cos

)( 0>r , π20 ≤≤ t = Kreis (geschlossene Jordankurve)

rrdtdttrtrCL π
ππ

2cossin)(
2

0

2

0

2222 ==+= ∫∫

Funktionen von beschränkter Variation / Schwankung :

Def. Variation (An- und Abstiege des Funktionswertes im gegebenen Intervall):

[ ] 1,: Rbaf →   und Z  sei eine Zerlegung des Intervalls .

- ∑
=

+−==
n

i
ii ffZfVarZVar

0
1),()(  heisst Variation von f  bezüglich Z  und [ ]ba,  .

- ),(sup)( fZVarfV
Z

b

a
=   ist die Totalvariation .

- Falls ∞<)( fV
b

a
 , dann heisst f  von beschränkter Variation / Schwankung .







 ∞<→= )(,::)( 1 fVRIffIBV

b

a
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Satz :

[ ] 1,: RbaIf →=  , dann gilt :

1.) Ist f  monoton auf I  , so ist )()()( afbffV
b

a
−=  .

2.) )(1 ICf ∈  , dann gilt : ∫=
b

a

b

a
dttffV )(')(

3.) Folglich sind monotone und auch stetig differenzierbare Funktionen aus )(IBV  .

Satz :

Es sei [ ] nRbaI →= ,:ϕ . Dann ist die durch ϕ  definierte Kurve genau dann rektifizierbar ,

wenn  niRIi ,...,1,: 1 =→ϕ sämtlich aus )(IBV  sind .

Beispiel :





=
0

sin
)(

xx
xf

0,
10,

=
≤<

x
x

(oszillierend) ist nicht von beschränkter Variation

⇒ nicht rektifizierbar

Darstellungssatz von Jordan :

[ ] 1,: RbaIf →= , f  ist genau dann aus )(IBV  , wenn gilt : hgf −= ,

wobei g  und h  monotone Funktionen sind .

13. Das Riemann-Stieltjes-Integral / Kurvenintegrale

Def. RS-Integral :

Es sei [ ] 1,:, RbaIgf →= .   Ist { }nxxZ ,...,: 0=    eine Zerlegung von I und   { }nξξξ ,...,: 1=  ein

zugehöriger Zwischenvektor , so heisst

( )∑
=

−−⋅=
n

k
kkkg xgxgfZfS

1
1)()()(:),,( ξξ eine RS-Summe  .

Eine Folge solcher Summen ),,( jjg ZfS ξ  wird RS-Folge genannt , wenn ( )jZ  eine

Zerlegungsnullfolge ist .

Strebt jede RS-Folge gegen ein- und denselben Grenzwert , so ist f  auf I  bezüglich g

RS-integrierbar  , und dieser Grenzwert heisst RS-Integral ∫
b

a
xdgxf )()(  .

Satz :

[ ] 1,:, RbaIgf →= , f  und g  seien beschränkt .

Dann existiert das RS-Integral von f  nach g  , falls

1.) )( ICf ∈ und )(IBVg ∈ oder falls

2.) f  R-integrierbar ist und g  lipschitz-stetig .
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Rechenregeln für RS-Integrale :

1.) ∫ −=
b

a
agbgxdg )()()(

2.) ( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a
dgxfdgxfdgxfxf )()()()( 2121

3.) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a
dgfdffgfdf 12121 )(

4.) ∫∫ =
b

a

b

a
dgfgdf 121211 λλλλ

5.) ∫∫ =
b

a

b

a
gdffdg

Satz :
Die Funktion f  sei auf [ ]baI ,=   R-integrierbar  und )(1 ICg ∈  , dann gilt :

∫∫ =
b

a

b

a
dxxgxffdg )(')( .

1. MWS analog zu  R-Integralen : ( ))()( agbgfdg
b

a
−=∫ µ

Def. Kurvenintegral  1. Art :

Es sei [ ]baI ,=  und durch nRI →Φ :  eine rektifizierbare Kurve C  gegeben . )( IC∈Φ .

Auf C  sei eine reelle Funktion f  definiert .

Im Falle der Existenz nennt man das RS-Integral ( )∫ Φ
b

a
tdstf )()(  von f  nach der Weglängenfunktion )(ts

das Kurvenintegral  1. Art  von f  über der Kurve C .

Für das obige Kurvenintegral  1. Ordnung gelten sämtliche Eigenschaften des RS-Integrals :

( )∑
=

Φ=Φ=
n

j
j tt

dt
ds

1

2)(')(' , d.h. es gilt :

( ) ( )( )∫∫ Φ⋅Φ=Φ
b

a

b

a
dtttftdstf )(')()()( .

Das Kurvenintegral 1.Art  ist vom Weg unabhängig !

Def. Kurvenintegral  2. Art :

Es sei [ ]baI ,=  und durch nRI →Φ :  eine rektifizierbare Kurve C  gegeben . )(0 IC∈Φ .

Auf C  sei eine Funktion f  definiert .

Im Falle der Existenz nennt man das RS-Integral ( )∫ ΦΦ
b

a kdtf )(  das Kurvenintegral  2. Art  von f  über

der Kurve C . ( )RR k
n ∈Φ∈Φ ,
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Beispiel :

Zu berechnen sind die Integrale   ∫ −+=
k

dyyxydxJ k
γ

)(:             , k=1,2,3   über die folgenden Wege kγ  :

a) 1γ : polygonaler Weg durch die Punkte (0,0) , (1,0) , (1,1)

D.h. 1γ  entsteht durch Aneinanderhängung der Wege

tx =  , 0=y und 1=x  , ty = mit jeweils 10 ≤≤ t

b) 2γ : polygonaler Weg durch die Punkte (0,0) , (0,1) , (1,1)

D.h. 2γ  entsteht durch Aneinanderhängung der Wege

0=x  , ty = und tx =  , 1=y mit jeweils 10 ≤≤ t

c) 3γ : Stück der Parabel 2xy =  von (0,0) zu (1,1)

tx =  , 2ty = mit 10 ≤≤ t

Es ist :

=1J
2
1

)1(]1)1(0[]0)0(10[
1

0

1

0

1

0
=−=⋅−+⋅+⋅−+⋅ ∫∫∫ dttdtttdtt

=2J
2
1

)1(]0)1(11[]1)0(0[
1

0

1

0

1

0
=+−=⋅−+⋅+⋅−+⋅ ∫∫∫ dttdttdttt

=3J
2
1

)23(]2)(1[
1

0

321

0

22 =−=⋅−+⋅ ∫∫ dtttdttttt

Für   ∫ −+=
k

dyxyydxJ k
γ

)(:    jedoch stimmen die Integrale nicht mehr überein .

Satz :

Sei nRGf →: , )(1 GCf ∈ , d.h. alle Komponenten von f  sind stetig in G  .

Dann ist   ∫∫∫ ++= nn dxfdxfxdf ...11   in G  genau dann vom Weg unabhängig , wenn in G  gilt :

),...,( 1 nVxVxVgradf == .

Def. einfach zusammenhängendes Gebiet :

Das Gebiet 
nRG ⊆  heisst einfach zusammenhängend , wenn keine Randpunkte existieren .

Beispiele :
nR   und  { }1:),( 22 <+ yxyx sind einfach zusammenhängende Gebiete .

Satz  (Wegunabhängigkeit bei Kurvenintegralen 2.Ordnung) :
Sei nRGf →: , )(1 GCf ∈ , d.h. alle Komponenten von f  sind stetig in G  .

Erfüllt f  die Integrabilitätsbedingung in G  :
i

j

j

i

x

f

x
f

∂

∂
=

∂
∂

, i,j=1,...,n ,

und ist G  beschränkt und einfach zusammenhängend , dann existiert eine Funktion V  mit der

Eigenschaft : fVgrad = in G und somit ist ∫ xdf  wegunabhängig .
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Bemerkungen :

-   Vektorfelder f  mit der Eigenschaft Vgradf =  heissen Potentialfelder .
-   Ist das Kurvenintegral vom Weg unabhängig , dann ist das Integral über eine geschlossene Kurve Null.

Beispiel :
Im obigen Beispiel war

a) ∫ −+=
k

dyyxydxJ k
γ

)(: wegunabhängig  und b) ∫ −+=
k

dyxyydxJ k
γ

)(:  nicht.

a) 1
2

1 =
∂
∂
x
f

, 1
1

2 =
∂
∂
x
f

i

j

j

i

x

f

x
f

∂

∂
=

∂
∂

⇒ , d.h. wegunabhängig

b) 1
2

1 =
∂
∂
x
f

, 1
1

2 −=
∂
∂
x
f

i

j

j

i

x

f

x
f

∂

∂
≠

∂
∂

⇒ , d.h. nicht wegunabhängig

14. Der Jordan-Riemannsche Inhalt / Das Riemann-Integral im R^n

Def. Hyperquader : [ ] [ ]nn babaI ,..., 11 ××= , ( )∏
=

−=
n

i
ii abI

1

Def. : Zwei Intervalle heissen nicht überlappend , wenn diese keine gemeinsamen inneren Punkte haben .

Def. : Intervallsumme  = Vereinigung endlich vieler Intervalle U
n

j
jIS

1=

=

Def. äusserer und innerer Jordan-Riemann-Inhalt :
nRM ⊂  sei beschränkt . Dann heisst

SM
MS

a
⊆

= sup äusserer Jordan-Riemann-Inhalt und

SM
MSi ⊆

= inf innerer Jordan-Riemann-Inhalt .

Zu jeder beschränkten Menge existieren 
i

M  und 
a

M  und es gilt ∞<≤≤
ai

MM0 .

Def. messbar :

Die beschränkte Punktmenge nRM ⊂  heisst messbar / quadrierbar im J-R Sinne genau dann ,

wenn 
ai

MM =  .

Insbesondere ist jedes offene , halboffene und abgeschlossene Intervall quadrierbar .

Def. :

- { }Punktinnerer ist x :int MxMM ∈==o heisst Inneres  von M .

- { }MMM  von nkteHäufungspu∪=  heisst abgeschlossene Hülle von M .

- { }MM  von Randpunkte=∂  heisst Rand von M .
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Beispiel :

{ }1: <∈= xRxM n

MM =o , { }1: =∈=∂ xRxM n
, { }1: ≤∈= xRxM n

Satz :
nRNM ⊂,  seien beschränkt , dann gilt :

1.)
aai

MMM =∂+

2.)
baa

MMNM +≤∪

3.) ∅=∩ NM intint , dann folgt
iii

NMNM +≥∪

4.) Sind NM ,  quadrierbar , so auch MNM ,∪ \ NMN ∩,

5.) NMNM ≤⇒⊂

6.) NM ⊂ , N \ MNM −=

Folgerung :

Eine Menge nRM ⊂  ist genau dann messbar im J-R-Sinne , wenn 0=∂
a

M  .

Satz :
nRG ⊂  sei beschränkt , nRGf →:  sei auf G  gleichmässig stetig , dann gilt :

( ){ } 0,)(, 1 =∈∈= + GxRxfxfgraph n

Folgerung :
nRM ⊂  sei beschränkt . Dann kann M∂  durch endlich viele Graphen beschrieben werden ,

und somit ist M  quadrierbar .

Satz :
Das Jordan-Riemann-Maß ist invariant gegenüber Translationen , Drehungen und Spiegelungen .

Riemann-Integral im R^n :

Def. :

G  sei beschränkt und quadrierbar , nRGf →:   und I  sei eine G  überlappende Intervallsumme .

∑
= ∩∈

∩⋅=
N

j
j

GIx
GIxfIS

j1

)(sup)( ∑
=

∩∈
∩⋅=

N

j
jGIx

GIxfIs
j1

)(inf)(            , 









=

=
U

N

j
jII

1

heissen Obersummen  bzw. Untersummen von f  bezüglich G  bei der Zerlegung I .

∫=
G

I
fdxIS )(inf heisst oberes R-Integral       ,      ∫=

GI
fdxIs )(sup         heisst unteres R-Integral .

Ist ∫∫∫ ==
GGG

fdxfdxfdx , dann heisst f  über G    R-integrierbar  .
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Satz :

Die beschränkte Funktion f  ist genau dann über dem beschränkten und quadrierbaren Gebiet nRG ⊂
integrierbar , wenn zu jedem 0>ε  eine Intervallsumme I  existiert , so dass ε<− )()( IsIS  .

Satz (MWS) :
nRG ⊂  sei beschränkt und quadrierbar , 1: RGf →  und  Gx ∈∀  Mxfm ≤≤ )(  .  Dann gilt :

GMfdxGm
G

≤≤ ∫ .

Def. Ordinatenmenge :
nRG ⊂  sei beschränkt und quadrierbar und 1: RGf → , dann heisst

( ){ })(0,,,)( xftGxtxfM ≤≤∈=  Ordinatenmenge von f  .

Satz :
nRG ⊂  sei beschränkt und quadrierbar , 1: RGf → , dann gilt :

∫=
G

fdxfM )( , falls f  integrierbar ist .

Satz von Fubini :

I  sei ein Intervall im nR  , 
1xI  sei ein Intervall im pR  , 

2xI  sei ein Intervall im qR und nqp =+  ,

d.h. 
21 xx III ×= . f  sei auf I  beschränkt und integrierbar.

Dann gilt mit RIIf xx →×
21

:  :

∫ ∫∫ ∫∫ 









=











=

2 11 2

12212121 ),(),(
Ix IxIx IxI

dxdxxxfdxdxxxffdx .

D.h. die Integrationsreihenfolge ist egal .

Folgerung (Prinzip von Cavalieri) :

Zwei Körper im 3R  , die in gleichen Höhen gleiche Schnittflächen haben , besitzen gleiches Volumen .

Variablentransformation :

Im 1R  :

∫∫ =
b

a

b

a
dxxxfdf )('))(()(

'

'
ϕϕϕϕ , da 'ϕ

ϕ
=

dx
d

Satz :
nRH ⊂  sei offen , beschränkt und messbar    ,    nRGH ⊂→Φ :     ,    )(1 HC∈Φ     ,    Φ  injektiv

und lipschitz-stetig. Und 1: RGf → . Dann gilt :

∫∫ ΦΦ=
HG

dyyfdxxf 'det))(()(
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15. Integralsätze

Def. Normalbereich :

Unter einem Normalbereich im 2R  bezüglich der x -Achse versteht man eine Menge 2RG ⊂  der Form

{ })()(,:),( 21
2 xyxbxaRyxG ϕϕ ≤≤≤≤∈=

Gaußscher Integralsatz der Ebene :

G  sei ein Normalbereich bezüglich x  und y . 1: RGg →  sei stetig differenzierbar in G .

Dann gilt bei stückweise glatter , positiv orientierter Randkurve C  von G  :

∫∫∫ +=−
CCG

yx gdygdxdxdygg )( .

Def. Divergenz :

22

2

1 : RRG
f
f

f →⊂







= , )(1 GCf ∈ . Dann heisst

yx fffdiv 21 += Divergenz des Vektorfeldes f  .

⇒ Gaußscher Satz der Ebene :

∫∫ ⋅=
CG

dsnfdxdyfdiv , 2211 nfnfnf +=⋅ , n = Außennormale

Falls kein Normalbereich vorliegt , erfolgt eine Zurückführung durch Zerschneiden .

Oberflächenintegrale und Gaußscher Satz im R^3 :

Def. Kreuzprodukt :

















−
−
−

==×

xyyx

zxxz

yzzy

zyx

zyx

baba
baba
baba

bbb
aaa
kji

ba

rrr
rr

Def. Fläche :
2RG ⊂  sei offen und messbar . 3: RG →Φ  sei injektiv , stetig differenzierbar in G  , lipschitz-stetig

und 2)'(Rang =Φ . ( 'Φ = Funktionalmatrix )

Dann heisst )(GF Φ= eine (offene) Fläche in G .

Beispiel :

{ }1:),( 22 <+= yxyxG = obere Hälfte der Einheitskugel

















−−
=

















Φ
Φ

Φ

=Φ
22

3

2

1

1 yx
y

x

Darstellungen der Art 
















=
=

















Φ
Φ

Φ

=Φ
),(3

2

1

yxfz
y

x

 heissen explizite Darstellungen .
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Def. Tangentialvektoren :

















Φ
Φ

Φ

=

x

x

x

a

3

2

1
r

= Tangentialvektor an der Fläche Φ  im 3R    ( y =const )

















Φ
Φ
Φ

=

y

y

y

b

3

2

1r
= Tangentialvektor an der Fläche Φ  im 3R    ( x =const ) - orthogonal zu a

r

Def. Tangentialebene :  =  Die durch die Tangentialvektoren a
r

 und b
r

 aufgespannte Ebene .

Aus der Orthogonalität der Tangentialvektoren folgt für die Außennormale :

Def. Außennormale :
yx

yxn
Φ×Φ

Φ×Φ
=

r

Def. :
2RG ⊂  sei offen und messbar , 3: RG →Φ  habe obige Eigenschaften , 1)(: RGf →Φ

Dann heisst

∫∫ Φ×Φ⋅Φ=
Φ G

yx
G

dxdyyxffdo )),((
)(

Oberflächenintegral 1. Art von f  über )(GΦ  .

∫ Φ×Φ
G

yx dxdy heisst Flächeninhalt der Fläche )(GΦ  .

( )dxdydo yx Φ×Φ=

Def. Gaußsche Fundamentalgrößen :
2

xE Φ= 2
3

2
2

2
1 xxx Φ+Φ+Φ=

2

yG Φ= 2
3

2
2

2
1 yyy Φ+Φ+Φ=

yxF ΦΦ= yxyxyx 332211 ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ=

2FEG −⇒
2

yx Φ×Φ=

⇒ dxdyFEGdxdy
GG

yx ∫∫ −=Φ×Φ 2

Def. (Divergenz und Rotation im R^3) :

Nabla-Operator  







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
zyx

,,:

ffdiv ⋅∇=: 







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z
f

y
f

x
f 321 ,,

ffrot ×∇=: ( )yxxzzy ffffff 123123 ,, −−−=
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Gaußscher Integralsatz im R^3 :
Der offene und beschränkte Bereich 3RV ⊂  sei Normalbereich bezüglich aller Achsen .

3: RVf →  sei stetig in V  und zyx fff 321 ,,  seien stetig in V  und beschränkt . Dann gilt :

∫∫∫∫ =
∂ VV

dxdydzfdivdOf
rrr

ν . (ν
r

 ist äußere Normale)

Beispiel :
Oberfläche eines zylindrischen Körpers

∫∫∫∫ ++=
−+∂ MF

side
F

bottom
F

top
V

dOfdOfdOfdOf νννν
rr

Stokesscher Integralsatz :
F  sei eine Fläche im 3R  mit den obigen Voraussetzungen .

3RG ⊂ , )(1 GCf ∈ , n
r

 sei der Normalenvektor , dann gilt :

∫∫∫
Φ∂

++=⋅=
)(

321
γ

dzfdyfdxfdOfrotnsdf
FV

rrr









=ΦΦ= ∫

L

Ldf
0

,))(( γγ
r

16. Fourierreihen

Def. orthogonale Funktionensysteme :
{ })(xf n  sei eine Menge von auf [ ]ba,  integrierbaren Funktionen , so dass auch mn ff ⋅  integrierbar ist .

Gilt ( ) nmn

b

a mn dxxfxf λδ ⋅=⋅∫ )()( mit  0>nλ   und         nmmn =⇔= 1δ  , sonst Null ,

so nennt man  { })(xf n   ein Orthogonalsystem .

Gilt ( ) mn

b

a mn dxxfxf δ=⋅∫ )()( , so spricht man von einem Orthonormalsystem .

Beispiele :
1.) { },...2sin,2cos,sin,cos,1 xxxx [ ] [ ]ππ ,, −=ba
2.) Legendreschen Polynome auf [ ] [ ]1,1, −=ba

Def. trigonometrische Reihe :
Eine unendliche Reihe der Form

( )∑
∞

=

++
1

0 sincos
2
1

n
nn ntbntaa bzw.  ∑

∞

−∞=

⋅⋅
n

nti
n ec

heisst trigonometrische Reihe .
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Def. Fourier-Reihe :
f  sei periodisch mit Periode π2   in [ ]ππ ,− , reell und (wenigstens uneigentlich) R-integrierbar .

Dann ist die Fourier-Reihe von )(xf  definiert als :

( )∑
∞

=

++
1

0 sincos
2

~)(
n

nn nxbnxa
a

xf mit

∫−
=

π

ππ
nxdxxfan cos)(

1
und

∫−
=

π

ππ
nxdxxfbn sin)(

1
und

Einschub : ∫ −=
n

nx
nxdx

cos
sin ∫ =

n
nx

nxdx
sin

cos

Satz zur Konvergenz :
Ist )(xf  in [ ]ba,  wenigstens uneigentlich absolut integrierbar , so streben die F-Koeffizienten gegen Null .






 == ∫∫ ∞→∞→

0sin)(limcos)(lim
b

an

b

an
nxdxxfnxdxxf

Lokalisationsprinzip :
Konvergenz oder Divergenz der Fourier-Reihe in einem Punkt hängt vom Verhalten der Funktion in einer
beliebig kleinen Umgebung von diesem Punkt ab .

Satz (Kriterium von Dini) :
Die Fourier-Reihe einer Funktion )(xf  konvergiert im Punkt 0x  , wenn für ein gewisses 0>h  gilt :

∫ −−+−−++
h

dtxfxftxftxf
t0 0000 )0()0()()(
1

existiert .

Folgerung :
Falls die Fourier-Reihe einer stetigen Funktion im Punkt 0x  konvergiert , dann ist der Grenzwert

gleich )( 0xf  .

Im Falle einer unstetigen Funktion ist der Grenzwert gleich 
2

)0()0( 00 −−+ xfxf
.

Satz (Lipschitz-Kriterium) :
Die Fourier-Reihe der Funktion )(xf  konvergiert in einem Stetigkeitspunkt 0x  , wenn )(xf  in einer

Umgebung von 0x  einer Lipschitz-Bedingung genügt :
α

tLxftxf ≤−+ )()( 00 , 10 ≤< α   (Hölder-Bedingung) .

Folgerung :
Die Fourier-Reihe einer stetigen Funktion konvergiert  in einem Punkt , wenn dort die linksseitige und
die rechtsseitige Ableitung existiert .

Beispiele siehe Übungen (zu umfangreich)
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Besselsche Ungleichung :
2f  sei integrierbar auf [ ]ππ ,−  , dann gilt :

( ) ∫∑ −
=

≤++
π

ππ
dxxfba

a N

n
nn )(

1
2

2

1

22
2
0 Gleichheitszeichen steht für ∞=N .

Weierstraßscher Approximationssatz :
Ist f  in [ ]ππ ,−  stetig und gilt )()( ππ −= ff  , so gibt es zu jedem 0>ε  ein trigonometrisches

Polynom ( )∑
=

++=
n

m
mmn mxbmxaaxT

1
0 sincos)(   , so dass gleichmäßig für alle [ ]ππ ,−∈x

gilt : ε<− )()( xTxf n .

Folgerung :
Jede in [ ]ba,  stetige Funktion mit )()( bfaf =  lässt sich dort als Polynom darstellen .

17. Hilbertraum

Def. :
Ein reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heisst vollständig bzw. Hilbert-Raum , wenn jede
konvergente Folge von Elementen gegen ein Element des Raumes konvergiert .
Ein vollständiger , normierter Raum heisst Banachraum .

Beispiele :
nn CR , , { }∞<== ∑ 2

2 : ixxxl

Def. Orthonormalfolge :

Gilt nm,∀    mnnm xx δ=, , dann heisst ( )nx  Orthonormalfolge .

18. Gewöhnliche Differentialgleichungen

Def. :

Eine DGL n-ter Ordnung ist eine Gleichung der Form 0))(,...,',,( )( ≡xyyyxF n  .

)(xy heisst Lösung der DGL , falls sie (und die )(' xy ) ,eingesetzt in die Gleichung , diese identisch erfüllen.

Eine DGL heisst explizit , falls diese nach der höchsten Ableitung aufgelöst ist :

),...,,()( )1()( −= nn yyxfxy

Satz :
Das Anfangswertproblem ),(' yxfy =   ,  ξξ +≤≤ ax   ,  ηξ =)(y hat bei beliebig
wählbarem η  genau eine Lösung , falls gilt :

11),(),( yyyxfyxf −≤− , 0>L .



38

Satz :
Existieren die partiellen Ableitungen der Funktion f  nach dem 2. bis zum (n+1)-ten Argument und sind

diese stetig , so genügt f  lokal einer Lipschitz-Bedingung .

Beispiel :
3/2

yy = , also 3/2),( yyxf =

Für   0≠y    ist   3/1

3
2 −=

∂
∂

y
y
f

  , d.h. stetig . Es gilt also eine Lipschitz-Bedingung , und die DGL

besitzt durch jeden Punkt ),( yx  mit 0≠y  eine eindeutige Lösung .  Für 0=y  ist 
y
f

∂
∂

 nicht definiert .

Es könnte dort zwar trotzdem eine L-Bedingung gelten , aber da durch jeden Punkt auf der x-Achse
unendlich viele Lösungen der DGL gehen ist dies nicht der Fall .

DGL - Typen :

Typ der getrennten Variablen :
)()(' ygxfy =

D.h.  )()( ygxf
dx
dy

=   ⇒   ∫∫ = dxxfdy
yg

)(
)(

1

Beispiel :
1.) yy ='

xCx CeyeyCxydxdy
y

y
dx
dy

=⇒=⇒+=⇒=⇒= +∫∫ ln
1

2.) xey y sin'=

Cxexdxdyexe
dx
dy yyy +−=−⇒=⇒= −− ∫∫ cossinsin

)ln(coscos CxyCxe y −−=⇒−=⇒ −

Satz :

0y  sei ein innerer Punkt von yI  mit 0)( 0 ≠yg  .  Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Lösung des AWP

)()(' ygxfy = , 00 )( yxy = in einer Umgebung von 0x .

Beispiel :

siehe oben : yy =' , 00 )( yxy =

00 ≠y  liefert eindeutig bestimmte Lsg des AWP , 00 =y  nicht .

Lineare DGL 1. Ordnung :
)()()(' xhyxgxy =+ , hg,  stetig , heisst lineare DGL 1. Ordnung .

Im Fall 0≡h  spricht man von der homogenen linearen DGL 1. Ordnung , ansonsten von der inhomogenen .
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Satz :
Das AWP   )()()(' xhyxgxy =+ , 00 )( yxy = hat bei obigen Voraussetzungen

an hg,  für jedes beliebige Ry ∈0  eine eindeutig bestimmte Lösung :

Gleichungn inhomogeneder  Lsg

)(
)(

Gleichunghomogenen der  Lsg spezielle

)(

0
0

0

0 )()(
∫

⋅+
∫

=
−−

∫

x

x

x

x

dttgx

x

tG
dttg

edtetheyxy .

Alles zusammen ist Lösung des AWP .

Typen von DGL , die sich auf diese transformieren lassen :

1.)  Bernoullische DGL 0)()(' =++ αyxhyxgy 1≠α  , hg,  stetig

Substitution : )()( 1 xyxz α−=
2.) Riccatische DGL )()()(' 2 xkyxhyxgy =++

Falls man eine Lösung )(1 xy  kennt , dann wird transformiert :

TODO

Exakte DGL :
Eine DGL der Form 0),(),( =+ dyyxhdxyxg , hg,  stetig , heisst

exakte DGL , wenn eine Funktion ),( yxF  existiert , so dass ),(und),( yxhFyxgF yx ==  gilt .

Satz :
)(xy  ist genau dann eine Lösung der exakten DGL 0),(),( =+ dyyxhdxyxg ,

wenn constxyxF ≡))(,(   ist .

Und die Stammfunktion ),( yxF  existiert , wenn gilt :

xy hg = .

Um aus einer nicht exakten eine exakte DGL zu machen kann man versuchen , einen Multiplikator ),( yxM  zu

finden , so dass xy MhMg )()( ⋅=⋅  . Meistens probiert man )(xMM =   oder  )(yMM = .

Beispiel :
02 =+ xdyydx , yg =    ,   xh 2= , xy hg ≠  , d.h. DGL ist nicht exakt .

Multiplikation mit yyMM == )(  ergibt :

022 =+ xydydxy , 2yg =   ,   xyh 2= , xy hg =  , die DGL ist also exakt .

Implizite DGL 1. Ordnung :
Grundgedanke : 'y  wird als Parameter benutzt

py =' , 





 = p

dx
dy

, )( pxx =    ,   )( pyy =

xpxy
dp
dx

dx
dy

y
dp
dy

&&& ==== '

0))('),(,( ≡xyxyxF Es gebe eine Parameterdarstellung , so dass 0)),(),(( =ppypxF  ist .
( Wünschenswert ist eine parameterfreie Lösung . )
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Beispiel :
2'' yxyy += , ')'( yyf =    ,   2')'( yyg =

2)( pxppy +=⇒ , 0=+ gx &    , d.h. pgx 2−=−= &
x  ersetzen :

2222)( ppppy −=+−=

2

4
1

xy −=⇒

CCf =)(  gilt , also ist zusätzlich Lösung : 2CCxy += , RC ∈

Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung :

),(' yxfy = , byxAy += )(' ,        ( )n

nn

yyyx

f

f
f

y

y
y

,...,,,

'

'
'

21
2

1

2

1



















=



















MM

Auch hier ist das AWP immer dann eindeutig lösbar , wenn 2121 ),(),( yyLyxfyxf −≤−  .

Bzw. sind alle Komponenten von A  und  b   stetig, so ist das AWP   byxAy += )('   eindeutig lösbar .

Satz :
Sämtliche Lösungen des DGL Systems bilden einen Vektorraum .
Die maximale Anzahl linear unabhängiger Lösungen ist die Dimension des Vektorraums .
Ist  A   stetig , dann ist die Dimension dieses Vektorraums n   und das AWP somit eindeutig lösbar .

Def. Fundamentalsystem :
n  linear unabhängige Lösungen des DGL Systems yxAy )('=  heissen Fundamentalsystem .

Def. Wronski-Determinante :
Sind nyy ,...,1  Lösungen des DGL Systems  yxAy )('=   , so heisst

)...det()...( 11 nn yyyyW = Wronski-Determinante von nyy ,...,1 .

Satz :
Sind nyy ,...,1  Lösungen des DGL Systems , so ist entweder  0)...( 1 =nyyW    oder   0)...( 1 ≠nyyW  .

nyy ,...,1  ist genau dann ein Fundamentalsystem , wenn 0)...( 1 ≠nyyW

Beispiel :

tyy
t

y +−= 211
1

'

2
2122

21
' ty

t
y

t
y −+= D.h.  y

tt

ty














 −
= 21

1
1

'

2

 .    ,   0,],[, 21 >∈ abayy

Lösungen des homogenen Systems :










−
=

t
t

y
2

1 , 








+
−

=
ttt
tt

y
ln
ln2

2
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Sind die Lösungen linear unabhängig ?

0lnln
ln
ln

det)( 3333
22

21 ≠=−+=








+−
−

= tttttt
tttt
ttt

yyW , da 0>a

⇒ Die Lösungen sind ein Fundamentalsystem .

⇒ allgemeine Lösung des homogenen Systems : 2211 yCyCy +=

Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten :
Ansatz : xeCy λ⋅= (λ  muss Eigenwert sein und C  zugehöriger Eigenvektor .)

Beispiel :

211 2' yyy −=

312 2' yyy −=

3213 24' yyyy −−=

D.h. 
















−−
−

−

=
124
102

021

A , 
λ

λ
λ

λ
λ

−
−−

−−
−
−−

=−
2

21
)1(

24
21

)det( EA

)2)(1(...)4)(1(822 22 ++−==+−−−++−= λλλλλλλ

11 =λ ,
2
7

2
1

3,2 i±−=λ

...

Satz :

Die Lösungen sind genau dann linear unabhängig , wenn die jC  linear unabhängig sind .

Satz :
Komplexe Lösungen werden durch Bildung des Realteils und Imaginärteils in reelle Lösungen umgewandelt .

Satz :
Ist λ  eine k-fache Nullstelle des charakterischen Polynoms 0)det( =− EA λ  , dann gibt es  k   linear

unabhängige Lösungen  x
ii expxy λ⋅= )()( , i=0,...,k-1 ,

wobei jede Komponente von )(xp i  ein Polynom von höchstens Grad i  ist .

Lineare DGL n-ter Ordnung :
)()()()(')(...)()()( 01

)1(
1

)( xbxyxaxyxaxyxaxyLy n
n

n ≡++++= −
−

Sind die Koeffizienten )(xa i  und )(xb  stetig in [ ]ba,  , dann hat das AWP genau eine Lösung , welche in

ganz [ ]ba,  existiert .
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Satz :
Die Dimension des Lösungsraums der Lösungen von 0≡Ly  ist n  .

Def. :
)(),...,(1 xyxy n  seien Lösungen von 0≡Ly  .



















=

−− )()(

)(')('
)()(

)...(

)1()1(
1

1

1

21

xyxy

xyxy
xyxy

yyyW

n
n

n

n

n

n heisst Wronski-Determinante .

Satz :
Sind nyy ,...,1  Lösungen des DGL Systems , so ist entweder  0)...( 1 =nyyW    oder   0)...( 1 ≠nyyW  .

nyy ,...,1  ist genau dann ein Fundamentalsystem (d.h. linear unabhängig) , wenn 0)...( 1 ≠nyyW

Beispiel :

0'''2 =++ yxyyx - Eulersche DGL

tex =   te
dt
dx

=⇒

⇒
x
y

e
y

dx
dt

y
dx
dt

dt
dy

dx
dy

y
t

&&
& ====='

⇒
2222

11
''

x
yy

x
y

x
y

dx
dt

y
x

y
x

y
&&&&&&

&&& −
=+−=+−=

⇒ 02
2 =+






+






 −

y
x
y

x
x

yy
x

&&&&

⇒ 0=+ yy&&

⇒ λxy = , 1' −= λλxy , 2)1('' −−= λλλ xy
D.h. 0)1( =++− λλλ λλλ xxx
⇒ 0101)1( 2 =+⇒=++− λλλλ

i=⇒ 1λ , i−=2λ
)sin(ln)cos(lnln xixexy xii +===⇒

⇒ )sin(ln,)cos(ln 21 xyxy ==

0
1)(lnsin)(lncos

)cos(ln)sin(ln
)sin(ln)cos(ln

)(
22

21 ≠=+=












−=

xx
x

x
x

x
x

x
x

xx
yyW

⇒ allgemeine Lösung der homogenen Gleichung : 2211)( yCyCxy += , RCC ∈21 ,  .

Lösung der inhomogenen DGL mittels Variation der Konstanten :
0)'()'( 2211 =+ yxCyxC
xyxCyxC =+ ')'(')'( 2211
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Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten :
)()()()(')(...)()()( 01

)1(
1

)( xbxyxaxyxaxyxaxyLy n
n

n ≡++++= −
−

Satz :

Ist λ  eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms   0... 01
1

1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ   ,

so erhält man  k  linear unabhängige Lösungen :
xkxx exxee λλλ 1,...,, − .

( Im komplexen Fall ergeben sich diese Lösungen durch Bildung von Real- und Imaginärteil .  )

Rand- und Eigenwertprobleme :
)()( xbxLy =

)(''')( 01 xbyayayxLy =++=
verschiedene Randbedingungen :

1. Art : )()(,)()( 21 yRbyyRay ==
2. Art : )(')(',)(')(' 21 yRbyyRay ==
3. Art : )()(')( 121 yRayay =+ αα - Sturmsche Randbedingungen

)()(')( 221 yRbyby =+ ββ

Def. :
Das Randwertproblem ( ) )()('')()( xgyxqyxpxLy =+= mit )(),( 21 yRyR  wie oben

heisst Sturmsches Randwertproblem.

Satz :
Bilden )(),( 21 xyxy  ein Fundamentalsystem von 0)( ≡xLy  , dann ist das inhomogene Sturmsche

Randwertproblem genau dann lösbar , wenn 0
)()(
)()(

det
2212

2111 ≠







yRyR
yRyR

.

Das zugehörige homogene Sturmsche RWP besitzt dann nur die triviale Lösung , d.h. das inhomogene
Sturmsche RWP ist eindeutig lösbar .

Beispiel :
)('' xgyy =+ , [ ] [ ]π,0, =ba

Für die homogene Gleichung 0'' =+ yy  folgt :

02 =+ λλ
ixey ±=⇒ 2,1 xxyxxy sin)(,cos)( 21 ==⇒

Für
)0(')0()(1 yyyR +=

)()(2 πyyR = folgt :

01
01
11

sincos
0cos0sin0sin0cos

)()(
)()(

det
2212

2111 ≠=







−

=






 +−
=








ππyRyR

yRyR
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Wählt man aber
)0()(1 yyR =
)()(2 πyyR = , dann folgt :

0
01
01

sincos
0sin0cos

)()(
)()(

det
2212

2111 =







−

=







=








ππyRyR

yRyR

19. Das Lebesgue-Integral

Def. Algebra :
Ein nichtleeres Mengensystem )(XPS ⊆  von Teilmengen einer Grundmenge X  heisst Algebra , falls gilt:

1.) XSA (⇒∈ \ SA ∈)
2.) SBASBA ∈∪⇒∈ )(,
Gilt ausserdem noch :

3.) SAi ∈  und ∅=∩ ji AA SA
i

i =







⇒

∞

=
U

1

, dann heisst S   σ -Algebra .

Beispiel :
X  beliebig , dann ist )(XP  eine σ -Algebra .

Def. Lebesgue-Maß :

Sei 
nRA ⊆  , dann heisst     









⊂=
∈

∑ U
Bj

j
j

j IAIA ,inf)(λ äusseres Lebesgue-Maß  von A  .

( B  darf höchstens abzählbar sein . )

Eigenschaften des äusseren L-Maßes :

Sei nRBA ⊆, und 
ai

AA ,  wie gehabt das innere bzw. äussere J-R-Maß .

Dann gilt :
1.) +∞≤≤ )(0 Aλ
2.) )()( BABA λλ ≤⇒⊂
3.) ∑≤

i
ii AA )()( λλ U , falls die iA  abzählbar sind

4.) nRA ⊂  und beschränkt , dann ist 
ai

AAA ≤≤ )(λ
5.) Das Lebesgue-Maß ist invariant gegenüber Translationen .

Folgerung :
Ist A    J-R-messbar , so auch L-messbar .
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Beispiel :

{ }rational  ,,1,:),( 2 yxyxRyxM ≤∈= D.h. Quadrat ohne die reellen Punkte .

0=
i

M , 1=
a

M , 0)( =Mλ

Def. :
Gilt eine Aussage bis auf eine Menge vom Maß Null , dann sagt man , die Aussage gilt fast überall .
( Die leere Menge , abzählbare Mengen und Kreuzprodukt abzählbarer Mengen sind vom Maß Null .)

Def. Lebesgue-messbar :
nRA ⊆  heisst Lebesgue-messbar  genau dann , wenn gilt :

nRE ⊆∀  : )'()()( AEAEE ∩+∩= λλλ ( nRA =' \ A  ) .

Beispiel :

1.) nRA =
L-messbar gdw. :

)'()()( nn REREE ∩+∩= λλλ
)()()( ∅+= λλλ EE , d.h.

)()( EE λλ =

gilt für alle 
nRE ⊆  , also ist nRA =  L-messbar .

Satz :

Das Mengensystem nL  aller L-messbaren Mengen des nR  ist eine σ -Algebra , welche die JR-messbaren

Mengen enthält .

Beispiel eines beschränkten Gebietes , welches keinen JR-Inhalt besitzt :

[ ] { }








∈=∈= ∑
∞

=1

2,1,
3

:1,0
j

jj
j a

a
xxC

D.h.: Entferne aus ]1,0[  das mittlere Drittel )3/2 ,3/1(  , in den verbliebenen Intervallen

]1,3/2[  und  ]3/1,0[  jeweils wieder das mittlere Drittel usw.
TODO.....

Das Lebesgue-Integral im R^n :

Die Menge aller Funktionen RBf →:  die ein L-Integral besitzen , wird mit )(BL  bezeichnet .

Satz :
nRB ⊂  sei beschränkt und besitze ein JR-Maß   und   RBf →:  sei beschränkt auf B  und )(BLf ∈  .

Dann ist f  genau dann über B  Riemann-integrierbar , wenn f  fast überall auf B  stetig ist .
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Beispiel :

[ ] Rf →1,0:




=
0
1

)(xf
irrational ,
rational ,

x
x

0)( =xf  fast überall auf [ ]1,0
TODO....

Stetig in den rationalen Punkten ? TODO

Anhang

Def. hinreichend bzw. notwendig :
BA ⇒

B  ist notwendige Bedingung für A
A  ist hinreichende Bedingung für B


