Analysis

1. Grundlagen

n

Def. Skalarprodukt: (X,y) =g XY,
i=1

Def. Produktmenge: A B={(a,b):aT A, bl B}

n

. 16
Def. Eulersche Konstante : e=Ilim g-i+—+
r‘l®¥e ng
N . ano n! anmo
Def. Binomialkoeffizient : = , ==1
&s " Kin- K)! P
ano e&en o and een 0 an+lo
Rechenregeln : = = , =+ = <
s &n- k5 Bs Bty B+
Beispielgrenzwerte fiir Zahlenfolgen :
lim /n =1
n® ¥
Prinzip des Induktionsbeweises :
- Induktionsanfang : Die Gliltigkeit der Aussage flr den Startwert zeigen .
- Induktionsvoraussetzung : Aussage sei fir beliebiges n bewiesen .
- Induktionsbehauptung : Aussage gilt auch fur n+1 .
- Induktionsbeweis : Die Behauptung beweisen (unter Einbeziehung der Voraussetzung) .
1 amo
Binomialsatz : (a+b)"=§ g ;" b*
k=0 kﬂ
Bernoullische Ungleichung : @A+x)" 3 1+nx
.2
. o5} 0 .8 2.9 2
Cauchy-Schwar zsche Ungleichung : ca |aibi |T £aa xah
ei= g =1 i=1
Def. Potenzfunktionen : f:x® x°
Def. Exponentialfunktionen:  ¢g:X® a*

TODO pic S19

Def. Logarithmus:
Ista>1undb >0, sobesitzt die Gleichung @ = b genau eine Lésung .
Diese Losung ist log, b .

Def.: C™(G) ist dieMengealler Funktionen f : G® R , deren partielle Ableitungen der Ordnung £ m dle
vorhanden und stetig sind .



Peano-Axiome :
1. Null ist eine nattirliche Zahl.
2. Jede natirrliche Zahl besitzt einen eindeutig bestimmten Nachfolger.

3. Jedenatiirliche Zahl ist Nachfolger hochstens einer nattrlichen Zahl.
4, Die Zahl Null ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

Trichotomiegesetz :
Fir je zwei reelle Zahlen a,b gilt genau eine der folgenden Aussagen :

a<b , a=b , a>b.

Def. obere Schranke/ untere Schranke:
Al R |, AT AE
X1 R heiRt obere Schranke der Menge A ,wenngilt: " y1 A y £ X bzw.
X1 R heift untere Schranke der Menge A ,wenngilt: " yT A y3 X

Anmerkung :
Diekleinste aller oberen Schranken von A heif3t Supremumvon A , SUp A.

Die groRte aller unteren Schranken von A heif’t Infimumvon A , inf A.

Def. beschrankte Menge :
Besitzt A eine obere und eine untere Schranke, so heit A beschr énkt .

+¥
Def. Gammafunktion: G(X) = @ e 't*'dx , X>0

Die Eulersche Gammafunktion stellt die Verallgemeinerung des Fakultétsbegriffesin bezug
auf die Menge der komplexen Zahlen dar. Alle Gesetze flr Fakultéten gelten auch fir die
DhzB. G(x+1)=x:G(X) und C(n)=(n-1)! .

Gammafunktion.

Multiplikationssatz : det(A:B) =det A:det B b det A'= detiA

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren :
Aus einer Basis bl,...,bn kann man wiefolgt eine orthonormale Basis Uy ,...,U,, konstruieren :

Man definiert sukzessive

0, =b; - & (by.u)u, : u;

k<j

£

fur kK =1,...,n

1
=

Beispiel :
B0 B0 B9
Die Vektoren b, = ¢2+,b, = ¢3+,b, = ¢O~+sind linear unabhangig und bilden somit eine Basis des R ®
&£ O Py
Orthonormale Basis konstruieren :

0,=b =122 u, =0, /|| = 2(1,2,2)T

0, =b, - (b,,u,)u, = (330)" - 3%(1,2,2)T - (21-2)"

0, =b, - (b, ), - (by,U,)u, =(900)" - 3%(1,2,2)T : ‘/%é(zm- )T = ..
R



2. Logik A
Kontraposition: AP B U GJAb @B

3. Komplexe Zahlen

z=a+ib = rxe! , I =Betrag von Z , ] =argz
(dh. a=rcos) und b=rdnj )

Rechenregeln :

(a,.b)*(a,.b,) = (& £ a,,b, £ b,)
(a,.b,)4a,,b,) = (a,a, - bb, , ab, +a,b;)

Dreiecksungleichung :
"7,2,1 Cgit: |z, +2|£z]+|z,]

Euler sche Beziehung :
e =cosx+idn X

!'In C gibt eskeine Ordnungsrelationen . !!

Def. €-Umgebung: Ue(zo)::{z:|z- zo|<e} ,e>0

4. Abzahlbarkeit von M engen

Zwei nichtleere Mengen A und B heiRen gleichmé&chtig , wenn es eine bijektive Abb. von A auf B gibt .
Eine Menge hei 3t abzéhlbar , wenn sie gleichméchtig zur Menge der natirlichen Zahlen ist .
Eine Menge heift Gberabzahlbar , wenn sie weder endlich noch abzahlbar ist .

Eine aus endlich vielen Elementen bestehende Menge heif3t endliche M enge mit Kardinalzahl N .
Zwei gleichméachtige Mengen haben die gleiche Kardinalzahl .

Satz .
1. Jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge ist wieder abzéhlbar , oder aber sieist endlich.
2. Jede unendliche Menge besitzt eine endliche Teilmenge .
3. A B seien abzéhlbare Mengen , dannist auch A" B abzéhlbar .

Satz :

Die Menge der rationalen Zahlen ist abzahlbar.
Bewels:
Cantorsches Diagonalverfahren :
Anordnung der Briiche in einem zweidimensional en Schema.
Somit haben wir eine bijektive Abbildung erhalten, dawir die Briiche durchzéhlen kénnen:
Vij>1, 21}>2, U2|>3, 22|>4, 3/1|]>5..
(Zwar werden einige Zahlen doppelt dargestel It (1/1=2/2=3/3), womit wir eigentlich nur gezeigt haben, dass
die Mé&chtigkeit der natiirlichen Zahlen grof3er als die der rationalen Zahlen ist oder gleich.
Dadie Umkehrung trivialerweise gilt, folgt die Behauptung).

TODO PicS.9

Zuordnung zwischen der Menge N ® Q" - Bijektion
P positive rationale Zahlen sind abzahlbar

P Q istabzéhlbar.



Satz:

Die Menge der reellen Zahlen ist Gberabzéhlbar.
Jede reelle Zahl 1&sst sich eindeutig al's unendlicher Dezimalbruch schreiben.

K ontinuumshypothese : $M:cardN <cardM < cadR

5. Zahlenfolgen

Def. Zahlenfolge :

Eine Funktion & : N ® C heilt komplexe Zahlenfolge a = (an )?f:o .

Def. Nullfolge :
Eine Zahlenfolge heiRt Nullfolge, wenn zu jedem € > 0 einindex N(€) existiert, so dass

"n>N(e) git: |a,|<e.

Def. beschrénkte Zahlenfolge :
Eine Zahlenfolge (@, ) heift beschrankt , wenn die Menge {a,|:nT 1} beschrankt ist

a_, b seien Nullfolgen. (an) sei eine beschrankte Zahlenfolge, dann gilt :

n?’™=n

(a, +b,) isteineNulifolge ~ und (@, %, ) ist eine Nullfolge .

Def. konvergente / diver gente Zahlenfolge :
Eine Zahlenfolge (an) heiRt konvergent , wenn eine komplexe Zahl al C existiert, so dass

(an - a) eine Nullfolge ist.
Jede Zahlenfolge, die nicht konvergiert , heif3t divergent .

Def. bestimmte Divergenz :
Diereelle Zahlenfolge (an) divergiert bestimmt gegen = ¥ , wenn zu jeder positiven reellen Zahl K

ein Ny (K) existiert, sodassa, > k furale N3 ny(K) .

Satz:

Jede konvergente Zahlenfolge ist beschréankt und der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

Sandwichtheorie:
a,® a , b,® a : a, £c, £Db, reelezahlenfolgen.

® a.

Dann gilt : C



Beispiele:

. amtap_ . .
1 lim¢ == lm¢l _N-=g
ne¥an+cg n®¥§E+C%

Def. monoton wachsende / fallende Zahlenfolge :
Eine reelle Zahlenfolge heif3 monoton wachsend / fallend, wenn fiir alle N ab einem gewissen Index N, gilt:

a,*ala,£fa,.

Satz:

Eine reelle Zahlenfolge sei monoton wachsend und nach oben beschréankt , dann ist sie konvergent .

Def. Haufungspunkt :
EineZahl P1 C heifRt Haufungspunkt einer Zahlenfolge (an) , wenn in jeder € -Umgebung von P
unendlich viele Glieder der Zahlenfolge liegen .

Beispiel :
¥
1. (an =(-2 “) o Nicht konvergent ; Haufungspunktesind—1und 1.
¥ o
2. (an = n)nzo keine Haufungspunkte

Satz von Bolzano / Welerstrald (im Rn) :
- Jede beschrénkte Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.
- Jede beschrankte Zahlenfolge besitzt mindestens einen Haufungspunkt .
- Einereelle, beschrankte Zahlenfolge besitzt einen kleinsten und einen gréfiten Haufungspunkt und ist
konvergent genau dann , wenn kleinster und grofter HP zusammenfallen .

Def. limes superior / inferior :
Den groften Haufungspunkt einer beschrankten, reellen Zahlenfolge nennt man limes superior (Iim up an) .

Den kleinsten Haufungspunkt nennt man limes inferior (Iim inf an).

Satz (Cauchy-Kriterium) :
Eine Zahlenfolge ist genau dann konvergent , wenn "' € > 0 ein N (€) existiert , so dass gilt :

|a, - a,l<e | falls n,m> N(e) .
Derartige (konvergente) Folgen heif3en Fundamentalfolgen oder auch Cauchy-Folgen .

Beispiel :
¥
s Jd 10 ,
ca, =a -~ , &, ist monoton wachsend
e i=1l I Q']:l
Angenommen, @, ist konvergent , dannist &, Cauchy-Folge.
aan—glénl—l+l++l>nxi—l
2 20 Ci n+l n+2 7 n+n 2n 2

P keine Cauchy-Folge, d.h. nicht konvergent



Def. Intervallschachtelung :
a,,b, seienreelleZahlenfolgen,” n:a, £b, , a, monoton wachsend, b, monoton fallend und

n?™~n

(bn - an) Nullfolge. Dann bilden (an) und (bn) eine Intervallschachtelung (@, b, ).

Eine Intervallschachtelung (an,bn) definiert genau eine reelle Zahl xT R mit:
1 " x1 [a,.b,]
n

2. x=lima =limb
n®¥an ney "

6. Unendliche Reihen

Def. unendliche Reihe ;

¥ n

é a, heiltunendliche Reihe S, = é_ &; heifdt n-te Partialsumme.
n=0 i=0
Die Reihe konvergiert , wenn die Zahlenfolge der Partialsummen (Sn ) konvergiert .

Beispiele:
g 1 g 1
1 a - . S, =aQq - istdivergent nach Cauchy-Kriterium
i=1 | i= |
g n _ g i 2 n
2 aq".qiC.|d<1l, s,=aq =1+g+q°+..+q
n=0 i=0
— + 2 + + n+l
9>, =q+q q
S, - a4, =1- qn+l
1_ n+l ] 1_ n+l
S, = g : im=—3 =0 die Reihe ist also konvergent.
1- q ney¥  1- q
3 1
n . . . .
ag = 1— ist die sogenannte geometrische Re|he(|q| <1).
n=0 -q

Satz (Cauchy-Kriterium) :
¥
é_ a, ist genau dann konvergent , wenn zu jedem € >0 ein N(€) existiert, so dass gilt :
n=0

|s,- sn|<e . falls n,m> N(e) .

Satz (notwendiges Kriterium fiir unendliche Reihen) :

¥
Fals é a, konvergiert, dann gilt : ugl a,=0.

n=0
Bemerkung :
L s 1 1 _ _
Kriterium ist nicht hinreichend , denn z.B. : a—p, IICI;)rl—pZO P keine Aussage méglich
o N ¥ n
n=0



Satz:

Aus absoluter Konvergenz folgt die normale Konvergenz .

Satz :
Eine Reihe mit positiven Gliedern ist genau dann konvergent , wenn die Folgeihrer
Partialsummen nach oben beschrankt ist.

Beispiel : Harmonische Reihe

‘1 _‘|_ a £ 0: divergent
én7—|0<a £1:dveget , al R
" 1 a >1: konvergent

Satz (Majoranten-Kriterium) :
[} o]
a a,,ad C, seien Reihen mit positiven Gliedern , wobei

o .
n:0<a, £c, gelte. A C, sei konvergent .

Dann konvergiert auch é a, undesgilt é a, £ é C,

Satz (Minoranten-Kriterium) :
o} o} . . . .. . n . Q _
a b,,a d, seien Reihen mit positiven Gliedern, " n:d,  £b, und Q d, sei divergent.

o
Dann divergiert auch @ b, .

Beispiele:
3 1 1 1
1 a notwendiges Kriterium erfillt . > — falls N hinreichend grof3
neo 3N+ 7 3n+7 4n

1

® unbeschrankt

3 15. 1
4N 4.0n
i

Die Summe é ist divergente Minorante .

Satz (Wurzel-Kriterium) :
. . L < < . n h. H n <
Ist mit einer festen positiven Zahl 0 < q <1 fastimmer 1[|an| £q , dh Ir!(l;lé ajp1/|an| 1l,s0

konvergiert die Reihe absolut .
Gilt jedoch fast immer oder auch nur unendlich oft 1n[|an| 3 1, soist die Reihe divergent .

Beispiel :
¥

n _1 1
:a:12i” - 1”/|an|=”1’2—n =§Q/ﬁ n%¥ > <1 P Konvergenz



Satz (Quotienten-Kriterium) :

a
I'st mit einer festen positiven Zahl 0 < ¢ <1 fastimmer [— £ | , so konvergiert die Reihe absolut .
. . . a'n+]_ . . . .
Gilt jedoch fast immer |——| 3 1, soist die Reihe divergent .
a,

ACHTUNG :
Kommen die Wurzeln bzw. Quotienten des Wurzel-Kriteriums bzw. Quotienten-Kriteriums beliebig nahe
an 1 heran, so bringen die beiden Kriterien keine Entscheidung.
Esist unumgénglich einefeste Zahl q aufzufinden .

Beispiel :
1
5 1 a n
é_ Z ist divergent, | na) - N+1 ® 1 |, keineAussagemoglich.
BT L e
n

Satz (Veraleich des Wur zel- und Quotientenkriteriums) :
Sei (an ) eine Folge positiver Zahlen , dann gilt :

a
1. lim sups/a, £ lim sup 2
) n® ¥ p n n® ¥ p an
2y liminf 2L £ lim irf 1/a
' ne ¥ a ne¥ n

n

D.h., wenn das Quotientenkriterium keine Aussage liefert , so vielleicht das Wurzelkriterium .

Satz (Leibniz-Kriterium fir alternierende Reihen) :
Strebt @, von obengegen O , d.h. " n: |an+l| < |an| , So ist die alternierende Reihe konvergent .

Beispiel :
g (_ l)n+1
a ~ 7 00
=t N

ist konvergent .

Satz (Rechnen mit konver genten Reihen):
o o] ~
a a,.a b, seienkonvergente Reihenund C;,C, | R, danngilt:

é (clan + Czbn) = Clé a, +c, é b, , insbesondere konvergiert diese Reihe ebenfalls .

In einer konvergenten Reihe darf man beliebig Klammern setzen .
Schon vorhandene Beklammerungen dirfen jedoch dann und nur dann weggel assen werden , wenn die
so entstehende (unbeklammerte) Reihe wieder konvergiert .



Def. Umordnung :
[¢} [¢}
a b, heilt eine Umordnungvon @ &, , wenn eine Bijektion F von N auf N existiert, so dassgilt :

bn =aF(n) '

Satz:

o]
Ist @ &, absolut konvergent , dann ist auch jede Umordnung der Reihe absolut konvergent und hat
dieselbe Summe.

Grofler Umordnungssatz :
M=UI, . I,CI, =& faritj |
j=L
é a, sei absolut konvergent. Dann gilt fir jede beliebige Zerlegungvon M :
M o
da=daa .

M i=1all;

)

QD

Def. Cauchysche Produktreihe:

¥ ¥ ¥ n
é a, é b, seien gegeben, dann heifdt é é a, b, Cauchysche Produktreihe der beiden Reihen .
n=0 n=0 n=0i=0

Satz (Cauchy-Produkt) :
o o
Sind Q a,,a b, absolut konvergent, so gilt :

(é an)>(é_ bn)= Aada.b=-a ab, 25 (aobn +...+anb0) = ebenfalls absolut konvergent .
n=0 i=0 i,j=0 n=0

Grundreihen :

s 1
Die harmonischen Reihen é —- sindfur & £1 divergent und fir a >1 konvergent .
n=1
§1 § 1
Bsp.: Q — =divergent a—
n=1 n 1 n

p2
6

>

7. Redlle Funktionen einer redllen Variablen

7.1 Stetige Funktionen

Def. :
Die Funktion f istan einer Stelle X ihres Definitionsbereiches X stetig , wenn fiir jede

Folge (yn) aus X , diegegen X strebt, immer auch f (y,) ® f(X) konvergiert .

i-1,x£0 A
f(X)Z:’ istin O unstetig, daz.B. 1® 0, aber féeé'—gnicht® f(0) strebt.
1 x>0 n eng



Satz:

Die Betragsfunktion , Polynome, rationale Funktionen , Exponentialfunktionen , Logarithmusfunktionen
und Potenzfunktionen sind ausnahmslos an jeder Stelle ihres jeweiligen Definitionsbereiches stetig .

Delta-Definition der Stetigkeit :
EineFunktion f:X | R® R istgenaudannin X,| X stetig, wennzujedem € >0

ein d(e) > 0 existiert, so dass gilt :
[f(9)- f(x)<e falls [x - X%,| <d

Def. dleichmaRige Stetigkeit :
EineFunktion f: X1 R® R istgenaudannin X,| X stetig, wennzujedem € >0

ein d(e) > 0 existiert, so dass gilt :
[f(x)- f(x)<e furalle X, X, I X mit [x- X, <d

Def. Lipschitz Stetigkeit : .
EineFunktion f: X | R® R istgenaudann lipschitz-stetigauf X , wenn eseineKonstante L > 0

gibt , so dassfir ale X,y X gilt :
[f(x)- f(Y)£Lx-Y

Sind die Funktionen f,g in X, stetig,soauch f+g , f:g , "al R:a:f
f

Fals g(X,)* O, soistauch — in X, stetig.
g

Ebenso ist die Zusammensetzung f (g(X)) von stetigen Funktionen wieder stetig .

Def. stetige Funktion :
Eine reellwertige Funktion heiRtin M stetig , fallssiein allen Punktenvon M stetigiist .

Zwischenwertsatz von Bolzano :
Eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion nimmt dort jeden beliebigen Wert Yy an, der zwischen

f(@)EyE f(b) liegt.

Def. offene Menge :
EineMenge M | R heifit offen, wenn zujedem X1 M ein € >0 existiert, sodassU, | M gilt.

Beispiele:
M =R istoffen AE ist offen
(a, b) ist offen (a, b] ist nicht offen

Def. abgeschlossene Menge :
EineMenge M | R heiRRt abgeschlossen , wenn jede konvergente Folge von Zahlen aus M einen
Grenzwert hat , derin M liegt .

Beispiele:
R, Z sind abgeschlossen [a, b] ist abgeschlossen

(a, b] ist nicht abgeschlossen

10



Satz:
EineMenge M | R ist genau dann abgeschlossen, wenn R\M offenist.

Def. kompakte Menge :
EineMenge M | R heiRt kompakt , wenn jede beliebige Folge aus M eine konvergente Teilfolge
enthalt , deren Grenzwertin M liegt.

Satz:
Eine Menge ist genau dann kompakt , wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist .

Beispiel :
R ist nicht kompakt [a, b] ist kompakt

Def. innerer Punkt :
X1 M heift innerer Punkt der Menge M , wenn eseine € -Umgebung von ihm gibt, welche
vollstandigin M liegt.

Schlussfolgerung :
Eine Menge ist offen genau dann , wenn jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt ist .

Def. Randpunkt :
X1 M heiRkt Randpunkt von M ,Wenr].esinjeder € -Umgebung von ihm mindestens einen Punkt
QI M und mindestens einen Punkt Rl M gibt .

Beispiel :
{ZT C:|Z <]} = Kreisscheibe
Haufungspunkte sind alle |Z| £1.
Se M = ( ﬂz| <]}\{a} )E{b} , dannsind @ und b Randpunkte.

Eine auf einem kompakten Definitionsbereich definierte und stetige Funktion hat dort einen kleinsten und
einen gréften Funktionswert .

Def. Uberdeckung :
Gibteszujedem XI M | R eineoffeneMenge G, , sodassgilt X| G, , dann sagt man, die Menge

dler G =|_J G, bildet eine Uberdeckung der Menge M .

Enthalt diese Uberdeckung G eine endliche Teilmenge, die ebenfalls schon M {iberdeckt , so sagt man,
G enthélt eine endliche Uberdeckung .

Heine-Borelscher Uberdeckungssatz :
EineTeilmenge M | R ist genau dann kompakt , wenn jede Uberdeckung dieser Menge durch offene
Mengen eine endliche Uberdeckung enthélt .

1



Beispiel :

M={/n ,nl N} angi,ié n=23
en+l n-1lg
G,=(/3,1) , G,=(1/4,1/2)

Die G, sind offene Mengen und tberdecken M .
Allerdings enthalt diese Uberdeckung keine endliche Uberdeckung.

Desweiteren: Ol M, aber 1/n® O P M ist nicht kompakt .

Eine Funktion sei auf ihrem Definitionsbereich streng monoton und stetig , dann existiert auf ihrem
Wertebereich die Umkehrfunktion , welche stetig und im selben Sinne monotonist .

7.2 Potenzreihen

Def. Potenzreihe :

_ X ) .
EineunendlicheReihe q a,(z- z,)" . &,,22z| C
n=0
hei 3t Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt Z,. Die @, heilRen Koeffizienten der Potenzreihe .

K onver genzsatz fiir Potenzreihen :

3 1
Der Konvergenzradius der Potenzreihe é a,(z- Zo)n it = —.
n=0 lim sup /|, |

Ist I positiv, soist die Reihe
absolut konvergent ,wenn |Z - ZO| <r.

divergent ,wenn |Z - Zo| <r.

ImFall r =0 konvergiert sie nur fiir Z = Z,,.

TODO pic Heuser 1 S.363 scan

Satz:
Sind fast alle Koeffizienten einer Potenzreihe von Null verschieden , soist ihr Konvergenzradius gleich
r =lim G , falls dieser Grenzwert im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existiert .
an+l
Beispiel :
g z" 1
1) a _' Ly = 0 v a, = _I
n=0 '* n
1
. . I .
lim B = lim |—2—{ = Imn+1) =¥ =r P absolut konvergent firr ale z
ne¥ a'n+:|_ 1
(n+1)!




¥
2) é z" , Entwicklungspunkt z, =0 ,a,=1 b r=1

n=0

P Konvergenz im Inneren der Kreisscheibe ( fiir |Z| <r=1).

Divergenz fur |Z| >1.

s ,_ 1 _ .
az = 1— = geometirische Reihe
-Z

¥
Die durch eine Potenzreihe definierte Funktion f (z) = é a,(z- z,)" istimInnern der
n=0

Konvergenzscheibe, d.h. " Z:|Z- Zo| <r , detig.

Identitétssatz fiir Potenzreihen :
Gegeben seien zwei Potenzreihen mit gleichem Entwicklungspunkt ,

¥ ¥
f(2) = é a,(z- zo)“ und  g(2) = é b,(z- zo)n , Mit positiven Konvergenzradien .

n=0 n=0
Giltdann f (z;) = g(z;) ineiner Punktfolge (ZJ-) mit lim z, =z, , dangilt"z: f(2) =9(2) .
j@¥
Beispiel-Reihen :
,_& 2 . § (-pn"zt § (-n"z*
=9 — snz=§ ~—~——— c0sz=g ~———
n=0 nl n=0 (2n+1)| n=0 (2n)|

(siehe spéter Fourier-Reihen)
Folgerung: € =cosx +idn X

8. Differentialrechnung fiir reelle Funktionen

8.1 Begriff der Ableitung

Def. Differentialquotient :
f(X) seiin U, (X,) definiertund X, | R, dann heift

Fxo+h) - F(%)
h

Existiert der Grenzwert lim
h® 0

Differentialquotient von f ander Stelle X, .

F(x%+h)- f(%)
h

, soist f in X, differenzierbar .
TODO : bsp fuer sinx und xn

Satz:
f (X) seiin X, differenzierbar , dannist f (X) in X, stetig.
I Die Umkehrung gilt nicht. !!

13



Def. lokales Extremum :
f (X,) hatander Stelle X, | D(f) einlokales Extremum , wenn eine € -Umgebung von X, existiert, so

dassgilt : "xT U, (%) CD(f): f(X)£ f(x,) oder aber
"X U, (%) GD(f) : ()2 1(x,)

Im ersten Fall spricht man von lokalem Maximum , im zweiten Fall von lokalem Minimum .

Satz (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema):
Die Funktion f (X) besitze in dem inneren Punkt X, einlokales Extremum und sei dort differenzierbar ,

dann gilt : f'(X,)=0".

Satz (hinreichende Bedingung fir lokale Extrema):
Sei f auf [a,b] definiert und in (a, b) n-mal stetig differenzierbar und sei fir X| (a,b)

f' )= f"(=..=f"9x)=0 , fO(x)10.

Wenn nungeradeist, sohat f in X keinlokales Extremum .

Wenn n geradeist, sohat f in X ein lokales Extremum im engeren Sinn , und zwar :
- ein lokales Minimum , wenn f (" (x) >0

- ein lokales Maximum , wenn f (x) <0

Beispiel fiir einseitige Ableitung :

f)=| . X, =0
b f,'(0)=1 und  f'(0)=-1

8.2 Differentiationsregeln

Satz:
Die Funktionen f (X), g(X) seienin X, differenzierbar , dann gilt :
1) y=c:u P y'=c:u' ( Faktorregel )
2) y=uzv P y'=uztv' ( Summenregel )
3) y=u:v P y'=uv+u/ ( Produktregel )
4) y =% P y'= uvv;zuv ( Quotientenregel )
5) y=1f(g(x)) bzw. y=f(u) mit u=g(x) ( Kettenregel )

b y'=f'u)g'(x)

Satz (Ableitung der Umkehrfunktion) :
f (X) sei streng monotonin einer € -Umgebung von X, und f '(X,) existiere, dann existiert f *(X) in

einer Umgebung von f (X,) und esgilt: frx)xfH(x)=1.
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Beispiel :
f(x)=y=¢" - streng monoton

Umkehrfunktion: In y =X

dx dy ¢
dx
Standard-Ableitungen :

1) f(x)=dn x b f'(X) =cosx
2) f(x)=cosx b f'(x)=-49nx
3) f(x)=tanx P f'(x)= 12

Cos“ X
4) f(x)=a* p f'(x)=a*Ina a>0
5) f(x)=¢€" p f'(x) =€
6. f(x)=Inx Pb f'(x):1

X

8.3 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Def. :

Einereelle Funktion heilt in einem Intervall differenzierbar , wenn diese Funktion in den inneren Punkten
differenzierbar ist und in den mdglicherweise vorhandenen Randpunkten einseitig differenzierbar ist .

Mittelwertsatz der Differentialrechnung : R
f(X) seiin [a,bJ stetigundin (a, b) differenzierbar , dann gibt esein X | (a,b) , S0 dass gilt :
f(b)- f(a
=10 1@
b-a

geometrische Deutung :
Es existiert eine Tangente mit dem gleichen Anstieg wie die Sekante durch die

Punkte (a, f (a)) und (b, f (b)) .

b
Satz von Rolle (Spezialfall des MWYS) :

Ist f(X) in [a,b] stetig, in (a, b) differenzierbar und gilt f (b) = (@) , dann existiert
mindestens ein X1 (a,b) mit f'(x)=0

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung :
f(X) seiin [a,b] stetigund in (a, b) differenzierbar undsei " X1 (a,b): g'(x)* O ,danngibtes
gin x1 (a,b) , S0 dass gilt :
f'(x) _ f(b)- f(a)
g'(x) 9(b)- g(@)
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Regel von I'Hospital :

Die Funktionen f und g seien differenzierbar , " X: g'(X) * O undessei
1) Ilgna f(x)= leg1ag(x) =0 oder
i =i =+
2) Ilcgna f(X) Ilg)na g(x) = =¥
_ () . (X _ .
dann gilt : [im ———==1im , falls dieser Grenzwert existiert .
®ag(x) x®agi(x)
Beispiel :
. 9nX _ . COSX
lim =lim =1
X®0  x x®0 1

8.4 Hohere Ableitungen

Def. stetig differenzierbar :
Besitzt f ineinem Intervall n Ableitungen , und ist die n-te Ableitung in diesem Intervall stetig,

sosagtman, f istindiesem Intervall stetig differenzierbar .

8.5 Taylorpolynome und Taylorreihen

Satz von Taylor :
Die Funktion f (X) sei ineinem Intervall | N +1 mal stetig differenzierbar (f I C™(l )) , dann gilt :

p 9 (x,) £ (x, +I (X~ %))
f(x)=q —2L(x- x)* + 0 X- %)™ 0£J £1
(x) Eo X %) (n+1) (X- %)
, wobei der zweite Summand Restglied von Lagrange heifdt . (Summe siehe Potenzreihen)

- Fur n =0 folgt der MWS:
f(x)=f(x)+ ' X)Xx-x%,) P f-(x)zw.

- Die Wahl des Entwicklungspunktes entscheidet, ob die Funktion vereinfacht wird, oder nicht .

Satz (Taylorsche K onver genzbedingung) :
Die Taylor-Reihe konvergiert genau dann , wenn das Lagrange-Restglied fir N ® ¥ gegen 0 konvergiert .

Diesist immer dann der Fall, wenn es Konstanten & und C gibt , so dass
"X 1 und "nl N stets |f(”)(x)|£a >C"  bleibt.

Beispiele fiir die Taylorsche Entwicklung : (X,=0)
1) f (X) = € - beliebig oft differenzierbar mit f ©)(0) =1
2 3 n n+l
b e =ltx++t +2 + X *
2 3 no (n+1)
n+l
Xn+l X ¥ Xn
R=—— XELGM®OfUr ne® ¥ dso : e =§ =
(n+1)! (n+1)! neo Nl
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2) f(X) =9n X - beliebig oft differenzierbar

Ableitungensind : fEX)=(-D*snx und f@*P(x)=(-D*cosx , aso
f@90)=0 und f@?(Q)=(-D"
35 7 2n-1 2n+1
b SN X=4+X- ot s D (- #(-1)" = cos(Ix)
3 §5 7 (2n- 1! @2n+1)!
34 X2n+1
esfolgt: Snx=Q (- 1"
J 20( ) (2n +1)!

9. Integralrechnung fir reelle Funktionen

Integrationsregeln :
1) ¢(af () £bg(x))dx = a¢ f (X)dx+ b¢ g(x)dx

2) (uv'dx =uv- cu'vdx

3) ((fog)(x)xg'(x)dx =(F - g)(x) +C
4) Substitutionsregel
f sei stetig auf [a,b] , O stetig differenzierbar auf [a,b] , g([a,b])i [a,b] und

g@)=a,gb)=>b , dann gilt :

)

Qf (k= F(at) g Bct

Spezialfélle:
of (ax+b)dx = 1 F (ax-+b)
a

9%
%dx =In|g(x)|

Grundintegrale :

1 1
A-dx = In (ohne 0) A dx = arctan x auf R
O = Inj¥ O
(‘cosxdx =d9n X (‘s'n xdx = - cosx beideauf R

1
& dx = arcsin x f(-11
O arf (- 1)
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Satz (Integration rationaler Funktionen) :
Seien P(X),Q(X) teilerfremde Polynome .

__— : P(X) . _
Dierationale Funktion f (X) = ——= lé&sst sich stetsin der Form
Q(x)
R (X) . . .
f(x) =G(x)+ 2 (9 darstellen , wobei G(X) ein Polynomist,und P, (x),Q,,(X) Polynome
. R()
n-ten bzw. m-ten Gradesmit OE Nn£ m D.h. ) ist ,echt gebrochen® .
m{X

Satz (iber die Partialbruchzerlegunaq) :

P(x) ax"+a ,x"'+.+ax+
Jede echt gebrochenrationale Funktion f (X) = () =—— 1 — XT38 , (n > m)
Q.(¥) b, x"+b, X" +..+bXx+Db,
mit teilerfremdem Zahler- und Nennerpolynom ist eindeutig in eine Summe von Partial briichen der Form

A Cx+D

— und T—/—/—m— ,a,p,0,AC,DT R zerlegbar.
(x-a)k un (x2+px+q)m a,pq zerlegbar

Der Ansatz fur die Partialbruchzerlegung lautet :
P(X) ax"+a X"t+..+aXx+a,
Q(X) (X- al)kl(x' az)kz---(xz + p1X+Q1)m1(X2 + P, X+Q,)™...

_A A L A

Cx-a, (x-a)® | (x-a)e
B, + B, +..t B

X-a, (X'a2)2 (X'az)kz
C,x+D, N C,x+D, - C,X+Dp
XEapx+g (CHpx+a)® T (C+px+q)™
Ex+F ., Ex+F E,, X+ F,

ot +
X? + P, X+ q, (X2+p2X+q2)2 ()(2'+'pzx'+'(-12)mZ

Zur Bestimmung der K onstanten multipliziert man den obigen Ausdruck mit Q(X) und vergleicht den sich
dabei ergebenden Zahler Z(X) mit P(X) . Dabei ist Z(X) © P(X) . Manordnet Z(X) nach Potenzen
von X und setzt die K oeffizienten gleicher Potenzen von Z(X) und P(X) gleich. (K oeffizientenvergleich)

1. Beispidl :
6Xx°* - xt1_A B C _ A(X*-1)+Bx(x+1)+Cx(x-1)
x® - X X Xx-1 x+1 X(x? - 1)
Gleichsetzen der Koeffizienten vor gleichen Potenzen von X im Zé&hler der linken und der rechten Seite der
Gleichung fuhrt auf das Gleichungssystem
6=A+B+C , -1=B-C , 1=-A , dessen L ésung die Werte
A=-1, B=3,C=4 egibt.
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2. Beispiel ;
x*t1 _A, B . B . B Al 1)°® +B,x(x- 1)* + B,x(x- 1) + B,x
x(x-1)° x x-1 (x-D* (x-1° x(x-1)°
Und die Koeffizienten wieder mittels Koeffizientenvergleich bestimmen .

Def. Riemannsche Summe:

nj
S(f.Z,.x)=8 fx)f1) , X1 10 =[x, x|
k=1

Def. Riemann-integrierbar :
Die Funktion f :[a,b]® R heiRt Riemann-integrierbar auf [a, b] , wenn jede ihrer Riemann-Folgen

n
(S(Z X )) gegen ein und denselben Grenzwert konvergiert . |Z| = rrkl_alx|l k| = Feinheitsmal}

b
Diesen Grenzwert Q f (X)dX nennt man Riemann-Integral von f auf [a, b] .

Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung :
Besitzt die Funktion F auf dem Intervall [a,b] eine stetige oder auch nur R-integrierbare Ableitung , soist

F(b) = F(a) + (5F'(x)dx bzw. QbF'(x)dx: F(b)- F(a)

D.h. man kann den Endwert F(b) der Funktion ausihrem Anfangswert F(@) und ihrer
Anderungsrate F' rekonstruieren .

Cauchysches Integrabilitatskriterium :
Die Funktion f :[a,b]® R ist genau dann Riemann-integrierbar auf [a,b] ,wenneszujedem € >0
ein d > 0 gibt, so dass bei jeder Wahl der ZwischenvektorenX,; und X, stets
IS(f,Z,,%,) - S(f,Z,,x,)| <e gilt, wemnnur |Z,|,|Z,] <d ist.

Satz:

Jede auf [a, b] stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar . D.h. C[a, b] | R[a, b]

Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung :
Jedes f 1 C[a, b] besitzt eine Stammfunktion auf [a,b] , z.B. die Funktion

F(%) ::6f(t)dt (aEx£D).
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Def. Darbouxsche Integrale :
Z :={X,,...X,} istZerlegungvon [a,b] mit I, =[x .. %] . m =inf £(1,) .M =spf(l,)

n n
u(f,2) :Zé me|l,| und O(f,Z) ::é M |l | sind Untersumme bzw. Obersumme . Dannist
k=1 k=1

o

Q f(dx) =supU(f,2) das untere D-Integral und
2 z
b :
Q f(dx) = Ir;f O(f,2) das obere D-Integral .
Satz (Darbouxsches / Riemannsches I ntegrabilitatskriterium) :

Die Funktion f 1 B[a, b] , d.h. reellwertig und beschrankt , ist genau dann D/R - integrierbar auf [a,b] ,
wenn eszu jedem € > 0 eine Zerlegung Z gibt  mit O(f,2)-U(f,2)<e.

Def. Nullmenge: R
DieMenge M | R heiRt Nullmenge oder Menge vom MaRR 0, wenn es zu jedem € > 0 héchstens

abzahlbar viele abgeschlossene (oder auch offene) Intervalle | j gibt, die M uberdecken und deren

o .
,Langensumme* @ |I I(| Leis.

Satz
1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge .
2) Endliche und abzahlbare Teilmengen von R sind Nullmengen .
3) Die Vereinigung héchstens abzahlbar vieler Nullmengen ist wieder eine Nullmenge .

Def. fast Giberall (f.0.) :
Man sagt , die Funktion f sei fast tiberall auf X stetig oder differenzierbar , wenn die Punktevon X

in denen sie unstetig bzw. nicht differenzierbar ist , jeweils nur eine Nullmenge bilden .

Satz (L ebesguesches I ntegrabilitatskriterium) :
Die Funktion f ist genau dann auf [a, b] R-integrierbar , wenn sie dort beschrénkt und fast Gberall
stetig ist.

Def.:  (a,b):=[min(ab), max(a,b)]

Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung :

Ist f auf (a,b) R-integrierbar , so gibt es eine wohlbestimmte Zahl ™ mit inf f £Em £sup f , sodass

6f(x)dx: mb - a) : D.h. () istder Mittelwert von f .

Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung :
Die Funktionen f, g seien auf (a,b) R-integrierbar ,undessei g3 0 oder g£0 .
Danngibtesein r mit inf f Em£sup f ,sodass

Qb fgdx = rrob gadx




Zweiter Mittelwertsatz der | ntegralrechnung :
f sei monoton und g sei stetig auf (a, b> . Danngibt esin (a,b) einen Punkt X mit

b

O fgdx = f(a) () gcx+ f (0) 9gax

Def. uneigentliches I ntegral :

b
Q f(X)dX existiere als R-Integral fiir beliebige b>a .

¥ b
Dann heift f(X)dx = LIén¥ Q f(X)dx im Falle der Konvergenz uneigentliches R-Integral tiber [a,¥ )

Beispiel :
¥ - X : b - X H -xb H -b -1 -1
1) Qe dx =lim Qe dx=Ilim- e :Ilm(-e +e ):e
b® ¥ b® ¥ 1 b® ¥
¥yox oo
2) Q - existiert nicht
n X
3) 3 ax isiert
. — exiser
Q52

Satz (Cauchysches K onvergenzkriterium) :
+¥
Das uneigentliche Integral Q f (X)dX konvergiert genau dann , wenn zu jedem € >0 ein d(e) > a

existiert , so dass gilt : (‘52 f(x)dx{ <e mit X, > X, >d(e)

Beispiel 1:
X
X 1 197 |1 1
q—de‘:g—: =—- —<e P Konvergenz , Existenz
X & xg, | X X

(D.h. esfindensichimmer X, >X, >d(€) , sodaRder Betrag < € ist. )

Beispiel 2:
¥dn dn x
Q—dx fals Xx=0,— =1
X X
X2 S-n X i i ' . . 1
——dx patielelntegration: u'=9nX , V== P u=-cosx , V=-—
1 X X X
x9N X 1/ % cosx COSX, = COS % COSX
‘—"dx =- cosx—| - —ax =- 2+ Xl-QZ >— dx
1 X Xl X X, X, L X
v 8N X 1.1 xdX 1 1 1° 2 2
z dx £+ 4+ — = 4+ _ 7 =—<e , fals X, > —.
X X, X% Xl%)go X, X Xy X e
D.h. nach dem Cauchy-Kriterium ist das obige Integral konvergent .
¥ 9n o)
¢Q —dx= PO
e¥ X 29
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Satz (Majorantenkriterium) :

I'st | f| £ g auf [a,+¥) und konvergiert 6¥ gdx , soist 6¥ fdx (absolut) konvergent .

Satz (Minorantenkriterium) :

IssOEhE f auf [a,+¥) und divergiert 6¥ hdx , so divergiert auch 6¥ fdx .

10. R n , metrischer und normierter Raum

Def. Vektorraum :
- .+, ist kommutativ und assoziativ
- Existenz von Nullelement und den Inversen
- Skalare konnen in Summe von zwei Vektoren reinmultipliziert werden

- Konvergenz von Zahlenfolgen wieim R , bloss mit Norm statt Betrag .

Cauchy-Schwar zsche Ungleichung : ||X ><y|| £ ||X“ >1| y||

Def. Polygonzug :
= endlich viele Geradenstiicke

n-1
P(%) e %) = (UX X,

=0

Def. zusammenhé&ngende Punktmenge:
Eine Punktemenge M | R heisst zusammenhangend, wenn fiir je zwei Punkte aus M ein Polygonzug
existiert , der diese Punkte verbindet und vollstandigin M verlauft .

Ein Gebiet des R" ist eine offene und zusammenhangende Punktmenge .

Def. Norm :
||}H:V ® R Eigenschaften :
1) IX|>0 "x*0 , loj=0
2) i =[]

3 I+ +IM

V heisst mit |H+ normierter Raum .

Beispiele fir normierte Raume:

1) R™ mit 1,2, ¥ -Norm (Betragssummennorm,Euklid. Norm,Maximumnorm (maximale Komponente))
2) |¥ .= Menge aller beschrankten Zahlenfolgen mit ||X|| = SJp|X]- |



Def. Metrik :
d¢;)):V'V® R , Eigenschaften :

1) d(xy)>0 "(xty) , d(x,X)=0
2)  d(xy)=d(y,x)

3) d(x,2) £d(x, y)+d(y,2)

V heisst mit d (%) metrischer Raum .

Jeder normierte Raum wird zum metrischen Raum mittels d(X, y) =|[x- |-

11. Redlle Funktionen des R*n in den R"m , Differentialrechnung im R*n

Def. Stetigkeit im R”n :

Eine Funktion f : X I R" ® R™ heisst stetig an der Stelle X, I X, wenn fiir jede beliebige Folge

(xn) mit X, n(g))éxO folgt L'{Jl f(x,)= (%)

Beispiel
12y .
1) fX=ix+y (xy)* (00)

fo0 X=y=0
stetig fur (X, y) * (0,0) , fur X =y =0 gilt:
. 2%
= = 1 = igi
llgnof(x’y) I)Iglo)(z_i_x2 1 f(0,00=0 P unstetigin (0,0)
i0,xxy=0
2. f(xy) =i
) xy) %1 , Sonst

auf Achsen unstetig, sonst stetig

Differentialrechnungim R*n :

Def. :
f:Gl RR® R* Im Falle der Existenz heissen
. f + h, - f(x,,
Ii!(r;)no % yO:] (o ¥o) = f, (X, Y,) partielle Ableitung nach X

E(I;Jno T, Yo + hf)1- T (X5, ¥o) = f,(Xy,Y,) partielle Ableitung nach y

Il Ausder Existenz der partiellen Ableitungen folgt nicht die Stetigkeit. !! (Im Gegensatz zu R"1)

(siehe oben , Beispiel 1)

Il Existenz der partiellen Ableitungen heisst nicht, dass die Funktion differenzierbar sein muss. !!
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Satz:
Ist f ineinem Gebiet G des R? iiberall partiell differenzierbar , und sind die beiden partiellen Ableitungen
stetigin G , soist f stetigin G .

Satz von Schwar z (fur partielle Ableitungen) :
Existieren samtliche partiellen Ableitungen und sind diese stetig , dann sind die gemischten

Ableitungen gleich . dh. f (xy)=f,(xYy)

Beispiel :
f (x) = xy+ y*x® , f = y +3y?x? , fy =X+ 2yx3
fy=1+6yx* = f

2t ()
ef di d f g ﬂ)'(l _
Def. Gradient : grad f(x) _gﬂf (X):
& 5
Def. Richtungsableitung :
| sei ein normierter Richtungsvektor . Der Grenzwert Iti(r;)rg) Flx +t >:) - 1) heisst im Falle der
Existenz Richtungsableitung von f in X, in Richtung | .
Satz:
Ist f:R" ® R in X, differenzierbar , so existiert die Richtungsableitung fir beliebige Richtungen
und es gilt : %z(grad f (%), |>
L okale Extrema :

Notwendiges Kriterium fir die Existenz lokaler Extrema :
Die Funktion f besitzein dem inneren Punkt X ein lokales Extremum und sei in X nach allen Variablen

partiell differenzierbar.  Dann ist notwendig grad f(x) =0 .

Def. Hesse-Matrix :
a’f(x) 1°f(x) T f(x)6
8 ™I XTI > 1%, =
CTf(0 T2f(x)  12f(X)*
g‘ﬂxlﬂx2 T%,91%, X, T, =

¢ :
CI2E(x) T2f(x) i)~
I, ToTx, I 5

- Fir eine C?-Funktion ist die Hesse-Matrix nach dem Satz von Schwarz eine symmetrische Matrix .

24



Hinreichendes Kriterium fir die Existenz lokaler Extrema :
Fir die Funktion f T C? gelteineinem Punkt X grad f(x) =0 ,ist dann die Hesse-Matrix H ; (X)

positiv bzw. negativ definit (alle Hauptunterdeterminanten > 0) , so besitzt f ander Stelle X @n
|okales Minimum bzw. Maximum im engeren Sinne..

Beispiel 1:
f(x,y)=x>+y? grad f(0,00=0
2 2x+2y0 a2 006
H, (00) = Yi=g 2
2X+2y 2 g &0 24
Die Hesse-Matrix ist also positiv definit , somit befindet sich an der Stelle (0,0) ein lokales Minimum .

P detH =4

Beispiel 2
f(x,y):x2 2 grad f(0,00=0
y?  4xy0 0¢
H, (0,0) = Wo_ @ 00 =0
4xy 2x% 5 gO Og

Die Hesse-Matrix ist also werder positiv noch negativ definit , somit befindet sich an der Stelle (0,0) kein
Lokales Extremum .

Implizite Funktionen :

F seiin U, (X,,Y,) stetigundesgelte F(X,,Y,) =0.
f seiin U, (X,, Y,) streng monoton beziiglich y , und X sei fest .

Dann gibt es eine Umgebung von (X, Y,) ,sodassgilt: Yy = f(X) und f stetigin dieser Umgebung .
(siehe Ubungen zur Aufldsbarkeit)

12. Jordankurven und Funktionen von beschrankter Schwankung

Def. Kurve :
Die Funktion F :[a, b]® R" sei stetig auf dem Intervall .

Dann heisst die Bildmenge C :{F (t):tl [a,b]} Kurve im R".

Beispiel :
s Ccost o
1) Fit)=¢ . = =Kreis
rsntg
2) F(t) =X +tXX, - X,) - Verbindung im n-dimensionalen,incl.der Randpunkte (tT [0,1])
3) F (t) = const. - Kurveist ein einziger Punkt
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Def. Jordankurve :
C heisst Jordankurve , wenn F injektiv (eineindeutig) ist .

C heisst geschlossene Jordankurve , wenn F fir t1 (a, b) injektivistund F (a) =F (b) .

Ist F T C*(1) , dann heisst die Kurve glatt .
C heisststiickweise glatt , wenn eine Zerlegung existiert , so dass F 1 Cl([tj ) , j=0,...,n-1

Def. L énge der Kurve:
Wenn eine Zerlegung Z des Intervallsexistiert, und L(C) =aupl(Z) <¥ , mit

, Z=(a=t,<t <..<t, =b) , x =F(t)

8
I(Z)=a ”X: - Xivg
i=0
dann heisst die Kurve C ,(F :[a, b]® R“), rektifizierbar / messbar mit der Lange L(C).

Beispiele:
TODO

Satz:
Essei durch F :[a, b]® R" eineglatte Kurve C definiert , dannist C rektifizierbar und hat die Lange

by, o /4 .

L©O) =QIF 0l =& (F, @)

j=1
Beispiel :

ak cost o
F()= o r>0 , OEt£2p = Kreis (geschl ossene Jordankurve)

rant

L(C) :@Zp—\/rzs'nztﬂzcosztdt:éprdt = 2or

Funktionen von beschrdnkter Variation / Schwankung:

Def. Variation (An- und Abstiege des Funktionswertes im gegebenen I ntervall):
f :[a, b]® R und Z sei eine Zerlegung des Intervalls.

- Var(Z)=Var(f,Z)= a | f; - fi.| heisstVariationvon f beziiglich Z und [a,b] .

i=0

b
- V(f) =supVar(Z, f) istdie Totalvariation.
a z
b
- FallsV(f) <¥ |, dannheisst f von beschrankter Variation / Schwankung .
a

BV()=(f:f:1® R ,\Z(f)<¥§

—_———
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Satz:

fil :[a,b]® R, dann gilt :
b
1) Ist f monoton auf | ,soistV(f)=|f(b)- f(a)|.

2) f1 CY(1),dangilt: \Z(f) =C;|f'(t)|dt

3) Folglich sind monotone und auch stetig differenzierbare Funktionen aus BV (1) .

Essei | : | = [a, b] ® R". Dannist diedurch | definierte Kurve genau dann rektifizierbar ,
wenn 11 ® R' ,i=1..,n samtlich aus BV (1) sind.

Beispiel :
ixanx 0<x£1l . o -
f(X)=q 0 0 (oszillierend) ist nicht von beschréankter Variation
i  X=

P nicht rektifizierbar

Dar stellungssatz von Jordan :
fol :[a,b]® RY f ist genaudannaus BV (1) , wenngilt : f=g-h ,
wobei g und h monotone Funktionensind .

13. Das Riemann-Stieltjes-Integral / Kurvenintegrale

Def. RS-Integral ;
Esse f,Q:1 :[a,b]® RY. 1s¢Z:= {XO,...,Xn} eine Zerlegungvon | und X := {Xl,...,xn} en
zugehoriger Zwischenvektor , so heisst

S, (f,Z,x) :=§n\ f (%) {g(x) - 9(X.,)) eneRSSumme .

Eine Folge solcher Summen Sg (f Z; ,Xj) wird RS-Folge genannt , wenn (Zj ) eine
Zerlegungsnullfolgeist .

Strebt jede RS-Folge gegen ein- und denselben Grenzwert , soist f auf | beziiglich g

b
RS-integrierbar , und dieser Grenzwert heisst RS-Integral Q f(X)dg(x) .

Satz
f,g:l = [a,b]® R , f und g seien beschrénkt .
Dann existiert das RS-Integral von f nach g , fals
1) f1 c) und gl BV(I) oder falls
2) f R-integrierbar ist und g lipschitz-stetig .
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Rechenregeln fiir RS-Integrale :

1 QdI() =g(b)- 9(a)

o

2)  QLO+ f,(9)dg = G f.(¥dg + Q. (x)dg

3) Qfld(f2+g):Qfldf2+Qfldg
b b

4) Ql g =1l 2() f,dg
b b

5) Q fdg = dif

Satz :
Die Funktion f seiauf | = [a, b] R-integrierbar und g1 C*(1) , dann gilt :

(Sfdg = (Sf(x)g'(x)dx

1. MWS analog zu_R-lntegralen : (5fdg =m(g(b)- g(a))

Def. Kurvenintegral 1. Art :
Essei | = [a, b] unddurch F 11 ® R" einerektifizierbare Kurve C gegeben. F 1 C(I).
Auf C sei einereelle Funktion f definiert .

b
Im Falle der Existenz nennt man das RS-Integral Q f (F (t))ds(t) von f nach der Weglangenfunktion S(t)

das Kurvenintegral 1. Art von f (ber der Kurve C.

Fir das obige Kurvenintegral 1. Ordnung gelten sdmtliche Eigenschaften des RS-Integrals :
ds 1 —..u_ |2 ( . )2 _
ot IF®)=./aF,'®) . dhesgit:

j=1

1)

O f (F(H)ast) = Qb(f (F ) AF @)t

Das Kurvenintegral 1.Art ist vom Weg unabhéngig!

Def. Kurvenintegral 2. Art :
Essei | = [a, b] unddurchF : 1 ® R" einerektifizierbare Kurve C gegeben . FT C°().
Auf C sei eine Funktion f definiert .

b
Im Falle der Existenz nennt man das RS-Integral Q f (F (t))dF ¢ dasKurvenintegral 2. Art von f uber
der Kurve C. (FT Rn,FkT R)
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Beispiel :
Zuberechnensind dieIntegrale  J, := cydx + (X - y)dy . k=1,2,3 uber die folgenden Wege g, :
9k
a g,: polygonaler Weg durch die Punkte (0,0) , (1,0) , (1,1)
D.h. g, entsteht durch Aneinanderhéngung der Wege
x=t,y=0 und x=1,y=t mit jeweils O£t £1

b) g,: polygonaler Weg durch die Punkte (0,0) , (0,1) , (1,1)
D.h. g, entsteht durch Aneinanderhangung der Wege
x=0,y=t und x=t,y=1 mit jeweils O£t £1

C) J5: Stick der Parabel y=X2 von (0,0) zu (1,1)
X=t,y=t? mt O£t £1

Esist:
3= O+ (t- 00t + 0+ (- 1) ek = (1~ et =%

3, = 20+ (0- 1)t + Y14+ (t- 1>0Jot = (- t+ Dk =%

_ 2o 2 _ Lim2 3y g _ L
Ja—dt A+ (t-t )XZt]dt—Q(?:t - 2t )dt_E

Fir J, := (ydx+(y- X)dy jedoch stimmen die Integrale nicht mehr tberein .
Gk

s f:G® R" , f1 CYG), d.h. alle Komponenten von f sind stetigin G .
Dannist ( fdx = ¢ fidx, +...+ ¢ f dx, in G genau dann vom Weg unabhéngig , wennin G gilt :
f =gradV = (Vx,,...,VX,)

Def. einfach zusammenhangendes Gebiet :

Das Gebiet G| R" heisst einfach zusammenhéngend , wenn keine Randpunkte existieren .
Beispiele:
R" und {(X, y) : X* +y? <]} sind einfach zusammenh&ngende Gebiete .

Satz (Wegunabhangigkeit bei Kurvenintegralen 2.0rdnung) :

% f:G® R" , f1 CY(G), d.h. ale Komponentenvon f sind stetigin G .
Erfullt f die Integrabilitatsbedingungin G : —_— = , ij=1,...n ,
™, X

und ist G beschrankt und einfach zusammenhangend , dann existiert eine Funktion V' mit der
Eigenschaft : gadV =1f inG undsomitist ¢ fdx wegunabhéngig .



Bemerkungen :
- Vektorfelder f mit der Eigenschaft f = grad V' heissen Potentialfelder .
- Ist das Kurvenintegral vom Weg unabhangig , dann ist das Integral tiber eine geschlossene Kurve Null.

Beispiel :
Im obigen Beispiel war

8 J, = (ydx+(x- y)dy  wegunabhangig und  b) J, == ¢ydx+(y- X)dy  nicht.

[¢/% 2%
. f
) ﬂ—fl =1 , & = p ﬂ—f' = L , d.h. wegunabhéngig
x, Tx, T 1%
. f.
b) o , . 1 p LRI , d.h. nicht wegunabhéngig
X, X, i, 1%

14. Der Jordan-Riemannsche Inhalt / Das Riemann-Integral im R*n

Def. Hyperquader : | = [al,bl] [an,bn] : |I| 26 (bi - ai)

Def.:  Zwei Intervalle heissen nicht Gberlappend , wenn diese keine gemeinsamen inneren Punkte haben .

n
Def.: Intervallsumme = Vereinigung endlich vieler Intervalle S= UI J-
=1

Def. dusserer und innerer Jordan-Riemann-Inhalt :

M 1 R" sei beschrankt . Dann heisst
||V| |a = SupH ausserer Jordan-Riemann-Inhalt  und
S M
||\/| |i = iS|[‘lfM|S| innerer Jordan-Riemann-Inhalt

Zu jeder beschréankten Mengeexistieren|M|i und |M|a und es gilt 0£|M|i £|M|a <¥

Def. messbar :
Die beschrankte Punktmenge M | R " heisst messbar / quadrierbar im J-R Sinne genau dann ,
wenn ||\/||i =|M|a .

Inshesondereist jedes offene , halboffene und abgeschlossene Intervall quadrierbar .

: M°=int M ={xi M : xisinnerer Punkt} heisstInneresvon M .
- M =M E{Hé‘ufungspu nkte von M} heisst abgeschlossene Hiille von M .
- M :{Randpunkte von I\/l} heisst Rand von M .




Beispiel :

M ={xi R <1

M® =M , ™ ={xT R":|x| =1} . M ={xT R":|x| £1}
Satz
M, N1 R" seien beschrénkt , dann gilt :
1') |M|| +|ﬂM|a:|M|a
5 MEN, EM], +]M],
3) INMCItN=A&  dmfogt |[MEN|3|M|+|N|
4) Sind M, N quadrierbar, soauchM EN , M\N MCN
5) MI N P [M|E|N]|
6) MI N , INAM| =|N|- |M|
Folgerung:
EineMenge M | R" ist genau dann messbar im J-R-Sinne , wenn |ﬂM |a =0.
Satz
G1 R" sd beschrankt | f :G® R" seiauf G gleichmassig stetig , dann gilt :
|graph f|= |{(x f))T R™ , x1 G}| =0
Folgerung :
M 1 R" sei beschrankt . Dann kann M durch endlich viele Graphen beschrieben werden ,
und somitist M quadrierbar .
Satz:

Das Jordan-Riemann-Mal3 ist invariant gegeniiber Translationen , Drehungen und Spiegelungen .

Riemann-Integral im Rn :

Def. :
G sei beschréankt und quadrierbar, f :G ® R" und | sei eine G iiberlappende Intervallsumme.
N N e N O
[« [o) . ;
si)=a sp (!, GGl =4 jrt_ff, ¢6l &=z
=14 1,CG =¥ C I
heissen Ober summen bzw. Untersummen von f beziiglich G bei der Zerlegung | .
irllf S(1) = pfdx heisstoberesR-Integral ,  sUp (1) = Ofdx  heisstunteresR-Integral.
G ! G
Ist Ofdx = gyfdx = fdx , dannheisst f tber G R-integrierbar .
G G G
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Satz:
Die beschréankte Funktion f ist genau dann tiber dem beschrénkten und quadrierbaren Gebiet G I R
integrierbar , wenn zu jedem € > 0 eineIntervallsumme | existiert, sodass S(1)- (1) <e .

Satz (MWYS) :
G1 R" sai beschrankt und quadrierbar, f :G® R'und " xI G m£ f(X)£M . Danngilt:

mG| £ Ofdx £ M|G| .
G

Def. Ordinatenmenge :
G1 R" sdi beschrankt und quadrierbarund f : G ® R' | dann heisst

M(f) :{(X,t) ,XI G,0£t£ f(X)} Ordinatenmengevon f .

G 1 R" sei beschrankt und quadrierbar, f :G® R* | danngilt:
M ()| = fdx falls f integrierbar ist .
G

Satz von Fubini :

| seieinintervallim R", |, seieinintervallim R”, | seienintervalim RY und p+g=n,

X Xo

dh. =1, " 1,. f seiauf | beschréankt und integrierbar.

Damngiltmit f:1, " I, ® R:

e 0 153 0
(‘)fdx: A (‘)f (X, X, )dx, Tdx, = (‘)f (Xy, %, )dx, ~dx,
! 1,81, 7] &1 @
D.h. die Integrationsreihenfolgeist egal .

Folgerung (Prinzip von Cavalieri) :
Zwei Koérperim R?  diein gleichen Hohen gleiche Schnittflachen haben , besitzen gleiches Volumen .

Variablentransformation :

Im R*:

P ., d _..
Qf()d =QfG (N "k ga--=]

H1 R" seioffen, beschréanktundmessbar , F:H® GI R" , F1 CY(H) , F injektiv
und lipschitz-stetig. Und f :G® R'. Dann gilt :

Of (ax = Of (F (v))|det F{dy
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15. I ntegr alsitze

Def. Normalbereich :
Unter einem Normalbereichim R? beziiglich der X -Achse versteht man eineMenge G I R? der Form

={xyT R?: aEx£b , j,(NEYE] ()

Gaulscher Integralsatz der Ebene:
G sei ein Normalbereich beziiglich X und Y . g:G® R’ sd stetig differenzierbarin G .

Dann gilt bei stiickweise glatter , positiv orientierter Randkurve C von G :

09, - 9,)dxdy = ggdx + Cpdy
G

C C

Def. Divergenz :

af o - R
=g 1261 RR®@ R, f1CYG). pamheisst
PY?
div f=f,+f, Divergenz des Vektorfeldes f .

P GauRscher Satz der Ebene:
fiv f dxdy = Of xnds , fn=1fn +f,n, : N = AuRennormale

Falls kein Normalbereich vorliegt , erfolgt eine Zurtickfhrung durch Zerschneiden .

Oberflachenintegrale und Gauldscher Satzim R*3:

Def. Kreuzprodukt :
]k wyb azbyg

a’ b=, a, az—ga -ab, +
b, b, b, exy avaﬂ
Def. Flache :
Gl R? seioffenundmessbar. F :G ® R? seiinjektiv, stetig differenzierbar in G |, lipschitz-stetig
und Rang (F') = 2. ( F "= Funktionalmatrix )

Dann heisst F=F(G) ene(offene) Flachein G.

Beispiel :
:{(X, y): x> +y? <]} = obere Hélfte der Einheitskugel
ok & X Q
F = gF

8F3ﬂ g\ll X° 'y g

xe X 0
(; -
¢

Yy + heissen explizite Dar stellungen .

Darstellungen der Art F =¢F , +=
&F .5 &2=f(xY)5




Def. Tangentialvektoren :
éﬁ 1x 9
a=cF,+ =Tangentialvektor ander Flache F im R® (y=const)

. ¢ Y= _
b=¢F, + =Tangentiavektor ander Flache F im R® (X=const) - orthogona zu &

&F o

Def. Tangentialebene : = Die durch die Tangentialvektoren @ und 6 aufgespannte Ebene .

Aus der Orthogonalitat der Tangential vektoren folgt fur die AuRennormale :

_ F X F y
Def. AuRRennormale : n=—-——
F. F
Def. :
Gl R? seioffenund messbar, F : G ® R® habeobigeEigenschaften , f :F(G)® R!
Dann heisst
Ofdo = Of (F (x,y)) >{F . F y|dXdy Oberflachenintegral 1. Art von f tiber F (G) .
F(G) G

OF . F,ldxdy  heisst Elacheninhalt der Fizche F (G) .
G

[do=|F," F|dxay)

Def. GauRsche Fundamentalgr 63en :

E:|Fx|2 :fo+F§x+F§x

G:|Fy|2 :ny-”:gy“:gy

I::FxFy :leF1y+F2xF2y+F3xF3y

b EG-F2 =[F, F|

P F, F,loxdy=/EG- Fdxdy
G G

Def. (Divergenz und Rotation im R*3) :

& 1 70
Nabla-Operator N:=g—,—,—=
gﬂx Ty 1zg
div f =N:f :%’m’&g
1y 125
rot f:=N" f =(fy - fors from Foos For = fy)



Gaul3scher Integralsatzim R"3:
Der offene und beschrénkte Bereich V 1 R® sei Normalbereich beziiglich aller Achsen .
f:V® R®sstetiginV und f,, f, ,f, seienstetiginV undbeschrankt.  Dann gilt :

@:ﬁdO = @piv f dxdydz . (N ist auBere Normale)
\%

1w

2y

Beispiel :
Oberflache eines zylindrischen Korpers
Ofndo = fn 0pdO + OM oronrdO + OfN 46dO

% Fr F F

Stokesscher Integralsatz :
F sei eineFlacheim R* mit den obigen V oraussetzungen .

Gl R® , f1 Cc(G) |, N sei der Normalenvektor , dann gilt :
Ofds = (Jixrot f dO= ) dx+ f,dy+ f,dz
1\% F F ()
e - 0
gz of (F (9))dF L =gl
0 (%]

16. Fourierreihen

Def. orthogonale Funktionensysteme:
{fn (X)} sei eine Menge von auf [a,b] integrierbaren Funktionen , so dassauch f Xf_ integrierbar ist .

Gilt Qb(fn(x)xfm(x))dx:dmn X mt | >0ud d_ =10 m=n sonstNull,

sonenntman {f, ()} einOrthogonalsystem.

b
Gilt Q( f,(X) Xfm(X))dX =d,,, . sospricht manvoneinem Orthonormalsystem .

Beispiele:
1) {1 cosx,sn x,cos2x,8n 2x,..} [a.b] =[- p.p]
2) L egendreschen Polynome auf [a, b] = [- ll]

Def. trigonometrische Reihe:
Eine unendliche Reihe der Form

1 o¥ . g int
an +a (an cosnt +b, 9n nt) bzw. a c, xe
n=1 n=- ¥

heisst trigonometrische Reihe.




Def. Fourier-Reihe :
f sei periodisch mit Periode 2p in [— p ,p] , reell und (wenigstens uneigentlich) R-integrierbar .

Dannist die Fourier-Reihevon f (X) definiertals:

¥
f(x)~%+é_ (an cosnx+ b, 9n nx) mit
n=l

a, = iép f (x) cosnxdx und
p
190 )

b, =—@ f(x)sn nxdx und
0 O

cosnx an nx

Einschub : (‘5;'n nxdx = - c‘posnxdx =
n

Satz zur Konvergenz :
Ist f(X) in [a,b] wenigstens uneigentlich absolut integrierbar , so streben die F-K oeffizienten gegen Null .

b e 2 : _n0
@& Qf(x) cosnxdx = lr!Ql Qf(x)sn nxdx-O‘.Zj

L okalisationsprinzip :
Konvergenz oder Divergenz der Fourier-Reihe in einem Punkt hangt vom Verhalten der Funktion in einer
beliebig kleinen Umgebung von diesem Punkt ab .

Satz (Kriterium von Dini) :
Die Fourier-Reihe einer Funktion f (X) konvergiertim Punkt X, , wenn firr ein gewisses h >0 gilt:

hl
©¥|f(x0+t)+f(x0-t)- f(x +0)- f(x,- 0)dt existiert .
Folgerung:
Falls die Fourier-Reihe einer stetigen Funktion im Punkt X, konvergiert, dann ist der Grenzwert
gleich f(X,) .

f(x +0)- f(x,- 0)
> .

Im Falle einer unstetigen Funktion ist der Grenzwert gleich

Satz (Lipschitz-Kriterium) :
Die Fourier-Reihe der Funktion f (X) konvergiert in einem Stetigkeitspunkt X, , wenn f (X) ineiner

Umgebung von X, einer Lipschitz-Bedingung genligt :

|f(x0 +1) - f(X0)| £ L|t ,0<a £1 (Holder-Bedingung) .

|a

Folgerung :
Die Fourier-Reihe einer stetigen Funktion konvergiert in einem Punkt , wenn dort die linksseitige und
dierechtsseitige Ableitung existiert .

Beispiele siehe Ubungen (zu umfangreich)



Besselsche Ungleichung
f 2 i integrierbar auf [— p,p] , dann gilt :

a§ 3 2 2 1o ., . . . . _
—+a (a +Db, )E—Q f =(x)dx Gleichheitszeichen steht fir N =¥ .
2 = n n p

Weier straldscher Approximationssatz :
Ist f in [- p,p] stetigund gilt f ()= f(-p) ,sogibteszujedem € > 0O ein trigonometrisches

o . o 7
Polynom T,(X) = a, + (am cosmx+b,, 9n mx) , S0 dass gleichmaRig fir ale X| [- p,p]

m=1

giit: [ f(X) - T,(X)|<e

Folgerung :
Jedein [a,b] stetige Funktion mit f (&) = f (b) I&sst sich dort als Polynom darstellen .

17. Hilbertraum

Def. :

Ein reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heisst vallstandig bzw. Hilbert-Raum , wenn jede
konvergente Folge von Elementen gegen ein Element des Raumes konvergiert .
Ein vollstandiger , normierter Raum heisst Banachraum .

Beispiele:
R, C" , IZ:{x:x:é_|>g|2<¥}

Def. Orthonormalfolge:
Git"mn (x,,x,)=d

, dann heisst (Xn) Orthonormalfolge .

mn

18. Gewohnliche Differ entialgleichungen

Def. :
Eine DGL n-ter Ordnung ist eine Gleichung der Form FOXY, Y, Y™(X)° 0.
Y(X) heisst Lésung der DGL , fallssie (und die y'(X)) ,eingesetzt in die Gleichung , diese identisch erfiillen.
Eine DGL heisst explizit, falls diese nach der héchsten Ableitung aufgeldst ist :
— - 1)
y(n)(x) - f(X’ Yoo y(n ))
Satz

Das Anfangswertproblem y'= f(X,y) , X Ex£a+x , y(x)=h hat bei beliebig
wahlbarem N genau eine Lésung , falls gilt :

1F(x,y)- T YElY- Vi L>0.
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Satz:
Existieren die partiellen Ableitungen der Funktion f nach dem 2. bis zum (n+1)-ten Argument und sind
diese stetig , so geniigt f lokal einer Lipschitz-Bedingung .

Beispiel :
— 273 — 23
y =yl Jdso f(xy)=y
. 1 . ﬂf — 2 -1/3 . . . . . . .
Fur y* O ist ﬂ_ —gy , d.h. stetig . Esgilt also eine Lipschitz-Bedingung , und die DGL
y
besitzt durch jeden Punkt (X, y) mit ¥ 1 O eineeindeutige Lésung. Fir y = 0 ist — nicht definiert .

fy
Es konnte dort zwar trotzdem eine L-Bedingung gelten , aber da durch jeden Punkt auf der x-Achse
unendlich viele Lésungen der DGL geheniist dies nicht der Fall .

DGL - Typen :

Typ der getrennten Variablen :

y'=f(x)a(y)

dy L1 N
Dh —==f(X)g(y) P dy = of (x)dx
dx TR

Beispiel :
1) y'=y
dy — \1 — — — X+C — X
—=y b -dy=¢px P Injyj=x+C b |y=e P y=Ce
X y
2) y'=e’dn x
%:eysinx P (gldy=cgfnxdx P -e’=-cosx+C
X
P eY=cosx-C P y=-In(cosx- C)
Satz
Y, sei eininnerer Punkt von |y mit g(Y,) * O . Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Ldsung des AWP
y'=f(X)g(y) : Y(X,) =Y, ineiner Umgebungvon X, .
Beispiel :
siehe oben : y'= \/M , V(%) = Yo

Yo 1 O liefert eindeutig bestimmte Lsg desAWP, Y, =0 nicht.

LineareDGL 1.Ordnung:
y'(X)+g(x)y =h(x) , g,h stetig , heisst lineare DGL 1. Ordnung .
Im Fall h° O spricht man von der homogenen linearen DGL 1. Ordnung , ansonsten von der inhomogenen .




DasAWP Yy'(X)+ g(X)y =h(x) : Y(X,) =Y, hatbei obigen Voraussetzungen
an g, h fir jedes beliebige yOT R eine eindeutig bestimmte Lésung :

X X

- p(tydt - Qp(tydt
y(x) = Yo€ " + d1(t)eG(‘)dt e "o
speziellesgder homogenen Gleichung %o

L sgderinhomogenen Gleichung

Alles zusammen ist L 6sung des AWP .

Typen von DGL , diesich auf diesetransformieren lassen :

1) Bernoullische DGL y+g(x)y+h(x)y* =0 all, g,h setg
Substitution : z(X) = y*? (X)
2) Riccatische DGL y+g(X)y +h(X)y? = k(X)
Falls man eine Losung Y, (X) kennt, dann wird transformiert :
TODO
Exakte DGL :
Eine DGL der Form g(X, y)dx +h(x,y)dy =0 , 0, h stetig , heisst

exakte DGL , wenn eine Funktion F (X, y) existiert, sodass F, = g(x,y) und F, =h(x,y) gilt.

Y(X) ist genau dann eine L6sung der exakten DGL (X, Y)dX +h(x,y)dy =0 ,
wenn F(X, y(x))° const ist.
Und die Stammfunktion F (X, y) existiert, wenn gilt :

gy = hx
Um aus einer nicht exakten eine exakte DGL zu machen kann man versuchen , einen Multiplikator M (X, Yy) zu
finden, so dass (g>xM ), = (hxM), . Meistens probiert man M =M (X) oder M =M (y).
Beispiel :
ydx + 2xdy = 0 , g=y , h=2x : g, * h, . dh DGL ist nicht exakt .
Multiplikation mit M =M (y) = VY ergibt :
yZdx+ 2xydy=0 g=y?>, h=2xy g, =h, . dieDGL ist also exakt .

Implizite DGL 1. Ordnung:
Grundgedanke: Yy' wird als Parameter benutzt

asly

y'= pg——p— : X=X(p) . y=y(p)

dy . dydx e ,

— oy=——=V'X=pXx

dp Y dx dp Y P

F(x y(x),y'(x)°0 Es gebe eine Parameterdarstellung , so dass F(X(p), y(p), p) =0 ist.

( Wunschenswert ist eine parameterfreie Losung . )
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Beispiel :

y=xy+y? | f(y)=y . a(y)=y"
P y(p) = xp+p> X+g=0 ,dh. x=-¢g=-2p
X ersetzen:

y(p)=-2p*+p*=-p
1
b y=-=x°
Y="32

f (C) = C gilt, alsoist zuséitzlich Lésung : y =Cx+C? ,CI R

Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung:

¢
=, _, _ = Y,'=
y=f(xy) , y'= AXy+b = N Y YY)

gyn P éfnﬂ

Auch hier ist das AWP immer dann eindeutig |dsbar , wenn " f(x,y,)- f(x, y2)|| £ L||yl - y2|| :

9,0 a0
g —
cf

vO

Bzw. sind alle Komponenten von A und b stetig, soistdasAWP ¥'= A(X)¥ +b eindeutig l6sbar .

Samtliche Losungen des DGL Systems bilden einen Vektorraum .
Die maximale Anzahl linear unabhangiger Lésungen ist die Dimension des Vektorraums .
Ist A stetig, dannist die Dimension dieses Vektorraums N und das AWP somit eindeutig | 6sbar .

Def. Fundamentalsystem :
N linear unabhéngige Lésungen des DGL Systems ¥'= A(X)¥ heissen Fundamental system .

Def. Wronski-Deter minante :
Sind ;,..., ¥, Losungen desDGL Systems y'= A(X)Y , so heisst

W(Y,...y,) = det(y,...y,) Wronski-Determinante von Y, ,..., ¥,

Satz
Sind Y;,..., ¥, Lésungen des DGL Systems, soist entweder W(V,...y,) =0 oder W(V,..y,)* O.
Y1y ¥, ist genau dann ein Fundamentalsystem , wenn W (y,...y,,) * O

Beispiel :

1
ylz{yl' y, +t

el 0
12, ¢t 1 -
yzzt_zyl"'?yz't D.h. y'= Q 2:y oYY, 1 [ab] ,a>0
gt t &
L 6sungen des homogenen Systems :
y _ &%) y _@t°Int
' é-t,; ' 2 S+ tint
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Sind die Ldsungen linear unabhéngig ?
&’ -t%Intd
W(y,Y,) = det =t +t°Int- ’Int=t> 10 ,daa>0
-t t+tinty
P Die Lsungen sind ein Fundamental system .

P allgemeine Lésung des homogenen Systems: Yy =C,y;, +C,Y,

Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung mit konstanten K oeffizienten :

Ansatz: y = C xe'* (I muss Eigenwert sein und C zugehoriger Eigenvektor .)
Beispiel :
y1':y1' 2y2
Y2'=2Y - Y,
Y =4y - 2Y,- Ys
- 2 O I
DhA—gi 0 19 det(AIE)—l-l "2 (1|)1'I "2
maTE A 4 -2 2 -
&4 -2 -1
=-2+20 +8-(1-1)12%-1 +4)=.=(- 1)1 2+] +2)
1 (7
Ilzl, |2’3:-EiIE

Satz

Die Losungen sind genau dann linear unabhangig , wenn die Ej linear unabhéangig sind .
Satz

Komplexe Lésungen werden durch Bildung des Realteils und Imaginarteilsin reelle Lésungen umgewandelt .
Satz

Ist | einek-fache Nullstelle des charakterischen Polynoms det( A- | E) = 0, dann gibt es k linear
unabhangige Losungen Y, (X) = p, (X) xe' ,i=0,...,k-1 ,

wobei jede Komponente von P, (X) ein Polynom von héchstens Grad i ist .

Lineare DGL n-ter Ordnung:
Ly =y (x) +a, (Y™ (x) +...+a, (X)y'(X) +a,(X) y(x) ° b(x)

Sind die Koeffizienten @, (X) und b(X) stetigin [a,b] , dann hat das AWP genau eine Lésung , welchein
ganz [a,b] existiert .
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Die Dimension des L sungsraums der Losungenvon Ly © O ist n .

Y, (X);-.., ¥, (X) seien Lésungenvon Ly © O .
2 ,(4 V(%) 9
(X (X)) +
W(Y,Y,---Y,) =g %,'() Ya' (%) - heisst Wronski-Determinante .
8.7 09 ¥ (N3
Satz
Sind Y;,..., Y, Losungen desDGL Systems, soist entweder W(y,...y,) =0 oder W(y,...y,)* O.
Yy, Y, ist genau dann ein Fundamental system (d.h. linear unabhangig) , wenn W(y;,...y,) * O
Beispiel :
X2y"'+xy'+y =0 - Eulersche DGL
x=¢e p o _ e
dt
b y'_ﬂ:ﬂﬂ_ dt =_=X
dx dtdx “dx € x
" 1 1. dt y. .y _Vy-y
b =- _y— =- 2+ 2L =
Y x? xydx x> x* X
p xz(;:ae/-zy9+ xgey—9+ y=0
e X g eXg
P y+y=0
p y=x : y=Ix"* | y'=1 (I -)x'?

Dh (I -Dx" +I1x +x' =0

bl( -1+l +1=0 b 12+1=0
bl,=i | |, =-i

P y=x =€ =cogln x) +isn(n x)

P y,=cosinx) , Yy, =sn(n x)
gecos(In x) - snlln x) (-j: cos’(nx)  sn’*(nx) _1,

W(y,y,)=g-snin x) cos(inx) 0
¢ ' X X
e X X 2
P allgemeine Lésung der homogenen Gleichung:  Y(X) = C Yy, +C,Y, .C,C, T R.

L 6sung der inhomogenen DGL mittels Variation der Konstanten :
C(X)'y, +C,(X'y, =0
CL(X) Y, +Co (XY, = X
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Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten :
Ly = y® (x) +a, ,()y"™? (x) +...+a,(X) Y'(X) +a,(x) y(x) ° b(x)

Ist | einek-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms | " +a, | "* +..+al +a, =0 ,
so erhdlt man k linear unabhéngige L ésungen :
eI X ’ Xelx C e Xk-lelx

( Im komplexen Fall ergeben sich diese L dsungen durch Bildung von Real- und Imaginérteil . )

Rand- und Eigenwertprobleme:
Ly(x) =b(x)
Ly(x) = y"+a,y+a,y = b(x)

ver schiedene Randbedingungen :

LArt: y@=R(y) , Y(b)=R,(Yy)

2.Aart: Y'(@=R'(Y) , y(b)=R/'(y)

3.Art: a,y(@+a,y'(a) =R(y) - Sturmsche Randbedingungen
b,y(b) +b,y'(b) = R,(Y)

Das Randwertproblem Ly(X) = (p(X) Y)' +q(X)y =g(x) mit R (Y), R,(Y) wie oben
heisst Sturmsches Randwertproblem.
Satz
Bilden Y, (X), Y, (X) ein Fundamentalsystemvon Ly(x) © O , dannist dasinhomogene Sturmsche
Randwertproblem genau dann |6sbar , wenn detEERl (yl) Rl(yZ) % 0
Rz (yl) Rz (yz) (4]
Das zugehorige homogene Sturmsche RWP besitzt dann nur dietriviale Lésung , d.h. dasinhomogene
Sturmsche RWP ist eindeutig | 6sbar .
Beispiel :
y'+y =g(x) . [a,b]=[0,p]
Fur die homogene Gleichung y''+Yy = 0 folgt :
12+1 =0
P y,=e" b y,(X)=cosx , Y,(X)=snx
Far
R.(y) = y(0)+y'(0)
R,(Y) =y(p) folgt:
0 0s0- an 0 gn 0+ cos0¢ 16
dethl(yl) Rl(yz)g:g: _ o 1o,
R(Y) R(Y.)g cosp snp g &1 O0g



Wahlt man aber
R.(y) = y(0)
R,(y) =y(p) , dannfolgt :

6ER1(y1 Rl(yz)o a£0s0 snOo el 00_
R (v) R(y.)5 Eosp snpp &1 0f

19. Das L ebesgue-I ntegr al

Def. Algebra : .
EinnichtleeresMengensystem S| P(X) von Teilmengen einer Grundmenge X heisst Algebra, falls gilt:

1) Al S P (X\AT S
2) ABT S b (AEB)I S

Gilt ausserdem noch :

- ¥ 0
3) Al Sund ACA =A p TJA ==S , dann heisst S S -Algebra.
i= 2

Beispiel :
X beliebig, dannist P(X) eineS -Algebra.

Def. L ebesgue-Mald :

Se Al R",dannheisst | (A) = irf

_)_ _—

é|l | Al UI g Ausseres L ebesgue-MaR von A .
i jiB

( B darf hochstens abzahlbar sein .)

Eigenschaften des dusseren L -Mal3es :
s ABI R" und WI ,Ha wie gehabt das innere bzw. dussere J-R-Mal3 .

Dann gilt :
1) O£ (A) £ +¥

2) Al BP I (AE£I (B)
3)  T(UAEQ!(A) fallsdie A abzzhlbar sind

4) Al R"undbeschrankt, damnist|A. £1 (A) £|A,
5) Das Lebesgue-Mal3 ist invariant gegenuiber Translationen .

Folgerung:
Ist A JR-messbar, so auch L-messbar .



Beispiel :
M Z{(X, y)T R? :|x|,|y|£1 . XY rationd} D.h. Quadrat ohne die reellen Punkte .
M| =0 , M| =1 , I (M)=0

Gilt eine Aussage bis auf eine Menge vom Mal3 Null , dann sagt man , die Aussage giltfast Gberall .
( Dieleere Menge, abzéhlbare Mengen und Kreuzprodukt abzéhlbarer Mengen sind vom Ma3 Null .)

Def. L ebesgue-messbar :
Al R" heisst Lebesguemesshar genau dann , wenn gilt :

"El R":1(E)=I (EC A +I (ECA) (A=R"\A) .

Beispiel :
1) A=R"

L-messbar gdw. :

| (E)=1 (ECR")+| (ECR")

| (E) =I (E)+I (&) ,dh.

| (E) =1 (E)

giltfurale EI R", asoist A= R" L-messbar .
Satz

Das Mengensystem Ln aller L-messbaren Mengen des R" ist eine S -Algebra, welche die JR-messbaren
Mengen enthélt .

Beispiel eines beschrankten Gebietes , welches keinen JR-Inhalt besitzt :
[ 5 a - U
c=ixl [01:x=4 7 8 {12}?)

1 =1

D.h..  Entferneaus[0,1] das mittlere Drittel (1/3,2/3) , in den verbliebenen Intervallen
[0,1/3] und [2/3 ]1] jeweilswieder das mittlere Drittel usw.

Das L ebesgue-lntegral im R*n :

Die Menge aller Funktionen f : B® R dieein L-Integral besitzen , wird mit L(B) bezeichnet .

Satz:

Bl R" sei beschrénkt und besitzeein JR-MaR und f : B® R sei beschréanktauf B und f T L(B) .
Dannist f genaudann iber B Riemann-integrierbar , wenn f fast iiberall auf B stetigist .



Beispiel
- .
f:od® R f(x)=) - X retiond
10, xirrationd
f (x) = O fast tberall auf [0]]
TODO....

Stetig in den rationalen Punkten ? TODO

Anhang

Def. hinreichend bzw. notwendig :
AP B
B ist notwendige Bedingung fir A
A ist hinreichende Bedingung fur B




