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Kombinatorik

a) Wieviel voneinander verschiedene dreistellige (ganze, positive) Zahlen kann man mit
Hilfe der Ziffern 1,2, 3. 4,5 bilden?

b) Welches Ergebnis erhélt man bei Aufgabe a), wenn jede Ziffer nur héchstens einmal
in der zu bildenden Zahl vorkommen darf?

Wieviele Zeichen sind mit der Blindenschrift von Braille darstellbar ?

Bei einem Turnier, an dem 10 Mannschaften teilnehmen, kénnen Wetten iiber die Ver-
gabe der ersten drei Pliatze abgeschlossen werden. Wieviele verschiedene Tips sind dabei
moglich ?

Wieviel verschiedene Tips gibt es

a) beim Lotto 6 aus 49,
b) bei der Gliicksspirale,
c) bei der 11er Wette?

Eine Person hat beim Lotto 6 aus 49 alle méglichen Tips gespielt. Wie oft hat sie dann:

a) 6 richtige Zahlen,
b) 3 richtige Zahlen,

c) insgesamt Gewinnscheine?

In Chemnitz werden Kraftfahrzeuge gewohnlich in der Weise:
C —zz yyy

gekennzeichnet, wobei = die Grolbuchstaben des Alphabets und y eine einstellige nicht-
negative ganze Zahl darstellen. Bestimmen Sie unter der Annahme, da8 fiir die Grofibuch-
staben des Alphabets jeweils nur 23 verschiedene Buchstaben zur Anwendung kommen,
die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten der Kfz-Kennzeichnung.

In der Umgebung eines Urlaubsortes sollen 15 Wanderwege durch je zwei farbige, parallele
Striche gekennzeichnet werden. Wieviel verschiedene Farben benétigt man mindestens,
wenn gleichfarbige Paare auftreten diirfen und die Anordnung der Striche keine Rolle
spielt?

Man zeige
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Zufillige Ereignisse

Ein Héndler hat drei Videorecorder einer bestimmten Marke geliefert bekommen und
iiberpriift deren Funktionstiichtigkeit, bevor er sie an seine Kunden weitergibt. Es be-
zeichne A;, + = 1,2, 3, das Ereignis, dal beim i-ten Gerit ein Defekt fesgestellt wird.

a) Man beschreibe mit Hilfe von A;, Ay, A3 und geeigneten Operationen die folgenden
Ereignisse.
A: Alle Videorecorder sind defekt.
B: Kein Videorecorder ist defekt.
C': Mindestens ein Videorecorder ist defekt.
D: Genau ein Videorecorder ist defekt.
E: Hochstens zwei Videorecorder sind in Ordnung.

b) Welche der genannten Ereignisse konnen als Elementarereignisse betrachtet werden?

c) Aus wieviel Elementarereignissen bestehen die Ereignisse C', D bzw. der Ereignis-
raum 27

Bei der Giitekontrolle von zwei Grauguflteilen wird fiir jedes Teil festgestellt, ob es sofort
verwendbar ist, ob sich Nacharbeit erforderlich macht oder ob das Teil Ausschuf} ist.

a) Man gebe alle Elementarereignisse an.

b) Man stelle folgende Ereignisse mit Hilfe der Elementarereignisse dar:

A: Beide Teile sind sofort verwendbar.

B: Es ist keine Nacharbeit erforderlich.

C': Hochstens eines der beiden Teile ist Ausschuf.
D: Mindestens eines der beiden Teile ist Ausschuf.

Es werden zwei Miinzen geworfen. Mit A wird das Ereignis "beide Miinzen zeigen Zahl”
und mit B "beide Miinzen zeigen Wappen” bezeichnet. Welche zufilligen Ereignisse sind
noch hinzufiigen, damit eine Ereignisalgebra entsteht?

A und B seien beliebige zufillige Ereignisse in einem Ereignisraum (2. Durch welche
Ereignisse sind A und B zu ergénzen, um eine Ereignisalgebra zu erhalten?

Konnen die Ereignisse A und A U B gleichzeitig eintreten ?
Wann gilt AUB=A, ANB=A, AUB=ANB?

Man zeige

UAk:ﬂZk und Uzk:ﬂAk
k=1 k=1 k=1 k=1
Fiir die Ereignisse A und B seien folgende Wahrscheinlichkeiten bekannt:
P(A)=0.25; P(B)=0.45; P(AUB) =0.5.
Man berechne die Wahrscheinlichkeiten:
P(ANB); P(ANB) und P((ANB)U(ANB)) .
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Klassische Methode

Ein Wiirfel, dessen Seitenflichen gleichartig gefirbt sind, werde in 1000 kleine Wiirfel
einheitlicher Grofle zerlegt. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein zufillig
ausgewihlter Wiirfel auf mindestens einer Seite gefarbt ist 7

Beim Wurf zweier Wiirfel konnen die Augensummen 9 und 10 auf jeweils zwei verschiede-
nen Wegen erhalten werden (9=4+5=346, 10=5+5=6+4). Bei drei Wiirfeln ergeben sich
jeweils sechs Moglichkeiten. Wieso kommt es dann, dafl man mit zwei Wiirfeln hiufiger
9 erhélt als 10, bei drei Wiirfeln dagegen 10 6fter auftritt als 9 7

(Die Losung war bereits Galileo Galilei bekannt, Leibniz und d’Alembert sollen sich da-
gegen bei der Losung geirrt haben!)

Was ist wahrscheinlicher:

a) Beim Werfen von vier Wiirfeln auf wenigstens einem eine Sechs zu erzielen, oder

b) bei 24 Wiirfen von zwei Wiirfeln wenigstens einmal zwei Sechsen zu erhalten?

(Dieses Problem wurde im 17. Jahrhundert von Chevalier de Mere gestellt. Er nahm an,
dafl beide Wahrscheinlichkeiten gleich seien und bat Pascal um Uberpriifung. Dieser fand
zusammen mit Fermat die richtige Losung.)

Bei einem Spiel zwischen den Spielern A und B wird nacheinander eine Miinze geworfen.
Erscheint Zahl, so erhélt A einen Punkt, anderenfalls B. Gewinner des Spieles ist, wer
zuerst 6 Punkte gesammelt hat.

Bei einem Spielstand von 5:3 mufite das Spiel abgebrochen werden. Wie sollte der Gewinn
gerecht verteilt werden ? (Dieses Problem ist als Aufteilungsparadoxon bekannt.)

Bei einer Nikolausfeier im Kindergarten bringt jedes der 12 Kinder ein Pickchen mit,
welches der Nikolaus in seinen Sack steckt. Spéter verteilt er die 12 Pickchen wieder
zuféllig an die Kinder. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ keines der Kinder
sein eigenes Péckchen zuriickbekommt 7

Diskrete Verteilungen

Wieviele Kinder miifite eine Familie mindestens umfassen, wenn mit 90% (99%)-iger
Wahrscheinlichkeit ein Junge vorhanden sein soll.

Eine Urne enthalte 5 weifle und 2 rote Kugeln. Der Urne werden 3 Kugeln zufillig ent-
nommen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf sich unter diesen Kugeln genau
eine rote Kugel befindet, wenn die entnommenen Kugeln

(a) zuriickgelegt
(b) nicht zuriickgelegt

werden 7
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Ein Student kann von 20 Priifungsfragen 18 Fragen beantworten. Die Note 1 wird genau
dann erteilt, wenn von 4 zufillig gewéhlten Fragen alle beantwortet werden kénnen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl der Student die Note 1 erhélt.

In einem Landkreis ist unter den dort zugelassenen PKW jeder vierte ein Dieselfahrzeug,
jeder zweite ist mit einem Katalysator ausgeriistet und alle iibrigen PKW fahren ohne
Katalysator (und ohne Diesel). Ein Beamter des Finanzamtes bearbeitet fiir 8 Fahrzeuge
die Kfz-Steuer. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf sich darunter 2 Dieselfahr-
zeuge, 4 PKW mit Katalysator und 2 PKW ohne Katalysator befinden ?

Von 1000 Teilen einer Warensendung diirfen héchstens 20 Teile defekt sein. Da eine To-
talpriifung der gesamten Lieferung unmoglich ist, werden 50 Teile zufillig entnommen
und gepriift. Es wird vereinbart, daf} die Lieferung angenommen wird, wenn sich in der
Stichprobe hochstens ein defektes Teil befindet. Man berechne die Wahrscheinlichkeit fiir
eine

(a) Annahme der Sendung, obwohl sich darin 40 defekte Teile befinden,

(b) Ablehnung der Sendung, obwohl sich darin nur 10 defekte Teile befinden. !

Ein Mathematiker verbringt seinen Urlaub an einem fischreichen See. Er méchte gerne
wissen, wieviele Fische im See leben und wendet hierfiir folgendes Verfahren an. Zunachst
fangt er 1000 Fische und gibt sie, nachdem er sie markiert hat, zuriick in den See. Einige
Zeit spiter fangt er 150 Fische und stellt fest, dal sich darunter 10 markierte befinden.
Er bestimmt nun die gesuchte Fischzahl M so, dafl das von ihm beobachtete Ereignis am
wahrscheinlichsten wird, d.h.

P(A) = P({unter 150 gefangenen Fischen befinden sich 10 markierte}) = max,
M

Welchen Wert fiir M erhilt er ? !
(Der mit der angegebenen Methode erhaltene Wert ist die sogenannte Maximum-Likeli-
hood-Schitzung fiir M.)

Man zeige mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung

D)= w9 () - (7):

k=0 k=0

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Eine Urne enthalte 10 Kugeln, davon seien 6 schwarz und 4 weif}. Es werden zufillig 2
Kugeln ohne Zuriicklegen entnommen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl

(a) die zweite Kugel schwarz ist,
(b) beide Kugeln schwarz sind ?

!Hinweis: Hypergeometrische Verteilung durch Binomialverteilung approximieren
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Mit der Wahrscheinlichkeit p befindet sich ein Buch in einem der 8 Regale eines Lesesaales,
mit Wahrscheinlichkeit 1 — p wird es gerade benutzt. Wie grof§ ist unter dieser Bedingung
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal das Buch im 8. Regal doch noch gefunden wird, wenn
es in den anderen sieben bereits vergeblich gesucht wurde 7

Man fithre Beispiele an, die zeigen, dafl im allgemeinen die Gleichheiten
P(B|A) +P(BJ|A)=1 und P(BJ|A)+P(B|A) =1
nicht gelten.

Eine Musikkassette werde zu 30 % im Auto und sonst in der Wohnung abgespielt. Im
Auto habe diese mit 75 %-iger und in der Wohnung mit 95 %-iger Wahrscheinlichkeit
eine Lebensdauer grofler 500 Betriebsstunden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden fiir
die Kassette mehr als 500 Betriebsstunden erreicht ?

Von einem AIDS-Test sei bekannt, daf} er einen HIV-Infizierten mit 95 %-iger Wahrschein-
lichkeit und einen nicht Infizierten mit 98 %-iger Wahrscheinlichkeit als richtig erkennt.
Der Anteil der HIV-infizierten Personen betrage 0.1 %. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daf} ein Patient gar nicht infiziert ist, obwohl ihn der Test als solchen einstuft ?

Peter und Paul sind als Liigner bekannt. Ihre Aussagen sind jeweils nur mit einer Wahr-

scheinlichkeit von % richtig. Peter macht nun eine Aussage. Paul behauptet, dafi Peters
Aussage richtig sei. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da Peter tatséchlich die

Wabhrheit sagte ?

Der Sieger einer Spielshow darf als Belohnung eine von drei Tiiren wihlen. Hinter den
Tiiren befinden sich in zufilliger Anordnung ein Auto als Hauptgewinn bzw. (hinter den
anderen beiden Tiiren) jeweils eine Ziege als Trostpreis. Der Sieger wahlt Tiir 1 aus.
Der Moderator, der weify, hinter welcher Tiir sich das Auto befindet, nennt nun wahr-
heitsgemif eine Tiir, die der Sieger nicht ausgewihlt hat und hinter der sich eine Ziege
befindet. (Falls er die Wahl hat, wihlt er zuféllig.) In diesem Fall nennt er Tiir 2. Nach die-
ser Zusatzinformation hat der Sieger die Md&glichkeit seine Entscheidung zu {iberdenken.
Sollte er davon Gebrauch machen und Tiir 3 wihlen 7

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal Zwillinge gleichgeschlechtlich sind, ist 0.64, und die
Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt eines Knaben ist 0.51. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daf} das zweite der Zwillingskinder ein Junge wird, wenn das erste ein Junge
ist ?

Unabhingigkeit

Das Ereignis A moge entweder die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 besitzen. Man zeige, daf§
A und ein beliebiges Ereignis B unabhéngig sind.

Aufgabensammlung zur Grundvorlesung Stochastik
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Es sei A ein Ereignis, das nicht von sich selbst abhéngt, d.h. A und A sind unabhingig.
Man zeige, dafl dann P(A) entweder gleich 0 oder gleich 1 ist.

Es seien Ay, ..., A, unabhéngige Ereignisse. Man zeige
p (U AZ-> _1 - [[P().
i=1 i=1

Die folgenden vier Ereignisse setzen sich aus den in der Tabelle gegebenen Anzahlen von
gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen zusammen. Man formuliere eine Bedingung
fiir die Unabhéngigkeit von A und B mit Hilfe von a1, as, as, aq.

Ereignis | ANB ANB ANB ANB
Anzahl a1 a9 as Qy

Eine Miinze mit den Seiten ”Wappen” und ”Zahl” werde dreimal geworfen. Dabei seien

A das Ereignis "gleiche Seiten bei den beiden letzten Wiirfen”,
B das Ereignis "gleiche Seiten beim 1. und 3. Wurf” und
C das Ereignis "gleiche Seiten bei den beiden ersten Wiirfen”.

Man untersuche, ob die Ereignisse A, B und C paarweise unabhéngig bzw. vollstindig
unabhéngig sind ?

Zur Druck- und Temperaturmessung wiahrend eines chemischen Prozesses werden Mef3-
fithler verwendet, die wéhrend der Versuchsdauer unabhingig voneinander mit der Wahr-
scheinlichkeit 0.1 bzw. 0.3 ausfallen. Um eine moglichst stérungsfreie Mefwerterfassung
zu ermoglichen, werden die Meffiihler mehrfach angebracht. Aus Platzgriinden kénnen
allerdings insgesamt hochstens vier Mefifiihler installiert werden.

Wieviel Druck- und Temperaturmefifiihler sind zu benutzen, damit die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daf fiir die gesamte Versuchsdauer sowohl Druck- als auch Temperaturangaben
vorliegen, am grofiten wird 7

Bei einem Duell schieflen die Schiitzen A und B solange jeweils abwechselnd aufeinander,
bis der erste getroffen hat. Beide treffen bei jedem Schufl unabhéngig voneinander und
von den vergangenen Schiissen mit der Wahrscheinlichkeit 0.5. Schiitze A beginnt. Welche
Uberlebenschancen haben A und B ?

In der abgebildete elektrischen Schaltung soll jedes der unabhéngig arbeitenden Relais A,
B, C, D und E mit den Wahrscheinlichkeiten p bzw. g 6ffnen bzw. schlieflen.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} ein

am " Eingang” eingegebenes Signal den ” Ausgang” 2 B
1 ?
erreicht 7 . f . \
ingang e

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} das b
Relais E getffnet war, wenn das Signal den ” Aus- ¢
gang” erreicht 7
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Diskrete Zufallsgrofien

Von einem Studenten (ohne Semesterticket) sei bekannt, dafi er die Straflenbahn grund-
sitzlich als Schwarzfahrer benutzt. Es soll angenommen werden, dafl die einzelnen Fahrten
unabhéngig voneinander erfolgen und eine Kontrolle mit der Wahrscheinlichkeit p = 5%
zu erwarten ist. Die Zufallsgrofle £ bezeichne die Anzahl der Fahrten bis zur ersten Kon-
trolle. Man bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Erwartungswert und die Va-
rianz von ¢ und diskutiere die Voraussetzung der Unabhéngigkeit.

Ein Nachtwéchter hat einen Schliisselbund mit 10 dhnlich aussehenden Schliisseln. Wenn
er eine bestimmte Tiir aufschlielen will, in deren Schlofl genau einer der 10 Schliissel pafit,
so probiert er entweder die Schliissel nacheinander durch —d.h. kein Schliissel wird zweimal
ausprobiert — bis er den passenden findet (Methode A). Bei einer anderen Methode (B)
probiert er einen zufillig ausgewahlten Schliissel, und wenn er nicht pafit, so schiittelt er
den Schliisselbund und probiert wieder einen zufillig ausgewéhlten Schliissel.
(a) Die Anzahl der Versuche, die nach Methode A bzw. B nétig sind, um den passenden
Schliissel zu finden, werde durch die Zufallsgréfie £4 bzw. g beschrieben. Man gebe
die Verteilung dieser beiden Zufallsgréfien an.

(b) Der Nachtwéchter benutzt Methode A, wenn er niichtern ist, und Methode B wenn
er betrunken ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal er in einer bestimmten Nacht
betrunken ist betrage % Wie grof} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, daf
der Betriebsleiter den Nachtwichter der Trunkenheit im Dienst zu recht bezichtigt,
nachdem er gesehen hat, daf dieser schon 8-mal erfolglos versucht hat, die Tiir zu

offnen ?

Ein Spieler erhalte beim Miinzwurf 2" Mark, falls Zahl erstmalig beim n-ten Wurf beob-
achtet wird.
(a) Wie hoch mufl der Einsatz des Spielers sein, wenn das Spiel gerecht sein soll, d.h. der
Erwartungswert des Gewinnes gleich dem Einsatz ist ? (Petersburger Paradoxon)

(b) Wie oft wird die Miinze bei diesem Spiel im Mittel geworfen ?

(c) Wie hoch mufl der Einsatz des Spielers sein, wenn das Spiel spitestens beim 10.
Waurf mit der Auszahlung von 2'° Mark abgebrochen wird ?

Bei einer Verkehrszéhlung ergibt sich, dafl ein bestimmter Stralenabschnitt in einer Rich-
tung in einer Stunde im Mittel von 240 Fahrzeugen passiert wird. Man berechne die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl innerhalb von 15 Sekunden mehr als 3 Fahrzeuge die Z&hl-
stelle passieren, wenn die Anzahl der in diesem Zeitintervall voriiberfahrenden Fahrzeuge
als Poisson-verteilt angesehen wird.

Es seien &1, ..., &, unabhingige Zufallsgrofien und &, = min(&, ..., &,) und
Emaz = max(&y, ..., &,). Man zeige die Giiltigkeit der Beziehungen

n

P(gmzn 2-’1:) = ﬁp(& 2-7/')’ P(&maw <-’E) = HP(61<-7;)

i=1

Aufgabensammlung zur Grundvorlesung Stochastik
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Es sei P¢(z) = P({ = z) und Fe¢(z) = P(§ < z). Man zeige fiir x > 0 die Giiltigkeit von
Fe(y) = Fe(+v/Y) = Fe(=vy) + Pe(=V/y)-

Man zeige, dafi die Zufallsgrofle £ genau dann von sich selbst nicht abhiangt (d.h. £ und
¢ sind unabhéingig), wenn £ = const ist.

Absolut stetige Zufallsgréofien

Eine Pumpe sei ununterbrochen in Betrieb, bis sie ausfalle. Die Zufallsgrofle &, die die

zufillige Dauer der Funktionsfihigkeit der Pumpe beschreibt, moge stetig verteilt sein

mit einer Dichte der Form f(z) = %exp(—%), r > 0, (Gammaverteilung). Weiter sei

bekannt, dafl Pumpen dieser Art im Mittel 100 Stunden laufen, bis sie ausfallen.
(a) Wie ist der Parameter 3 zu wihlen, damit der Erwartungswert von & gleich der
mittleren Laufzeit dieser Pumpen ist 7

(b) Man bestimme die folgenden Wahrscheinlichkeiten :
P(£<100), P(€<200[§>100), P(§<300[¢>200).

(c) Man l6se a) und b) wenn die Dichte der Exponentialverteilung
f(z) = %exp(—%), x > 0, verwendet wird.

Auf einem Flughafen beantragen in einer Stunde im Mittel 20 Flugzeuge eine Landeer-
laubnis. Die Anzahl der Flugzeuge, die in einer Zeit ¢ eine Landeerlaubnis beantragen, soll
als eine Poisson-verteilte Zufallsgrole betrachtet werden. Wie grof§ ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dafl
(a) in einer Minute 2 oder mehr Flugzeuge eine Landeerlaubnis beantragen ?
(b) nach Erteilung einer Landeerlaubnis die nichste Anforderung friithestens in 4 und
spétestens in 6 Minuten erfolgt 7

Die Zufallsgrofle & besitze eine Erlangverteilung mit der Dichtefunktion

f(:t):mexp<—%> L r>0,n=12,...,8>0,

(Spezialfall der Gammaverteilung mit den Parametern a = n und f3).
Man zeige, dal dann fiir die Verteilungsfunktion von £ gilt

n—1 k
1 x T
1-F(z) =Y — exp (——) (—) :
im0 ! B)\B
Hinweis: £ ist darstellbar als Summe von n unabhingigen und (mit dem Parameter 3) identisch expo-

nentialverteilten Zufallsgrofien, Zusammenhang zur Poissonverteilung nutzen
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Ein Flugzeug bekommt fiir einen Linienflug einen Hohenkorridor im Bereich von 4300 m
bis 4400 m vorgeschrieben. Bei Erreichen einer Hohe von 4350 m wird das Flugzeug auf
Automatenflug umgestellt. Zu einem festen Zeitpunkt ist dann die tatsdchliche Hohe eine
normalverteilte Zufallsgrofie mit dem Mittelwert 4 =4350 m und der Varianz 02 =400 m?.

(a) Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 zu einem vorgegebenen Zeitpunkt
der Flug im Korridor verlduft.

(b) Auf welche Hohe miifite der Automat eingestellt werden, damit die Wahrscheinlich-
keit fiir das Unterfliegen des Korridors 0.5% betrigt.

Bei der automatischen Abfiillung von Bier in Flaschen ist die Abfiillmenge eine normal-
verteilte ZufallsgroBe mit den bekannten Parametern p = 500ml und o2 = 4mi>.

(a) Wie grof§ ist in einem Kasten von 20 Flaschen die durchschnittliche Anzahl der
Flaschen, die weniger als 497 ml Bier enthalten 7

(b) Das Leervolumen einer Flasche betrage 504 ml. Auf welchen Wert  muf der Abfiill-
automat eingestellt werden, damit die Flaschen beim Abfiillen héchstens mit der
Wahrscheinlichkeit von 1% iiberlaufen.

Erfahrungsgeméfl ist die Grofle der aus einer bestimmten Produktion stammenden Wi-
dersténde eine normalverteilte Zufallsgréfie mit den Parametern p = 99092 und o = 2012.
Alle Widerstiande, die nicht in den Toleranzgrenzen von 95082 bis 1050€2 liegen, sind als
Ausschufl anzusehen.

(a) Welcher Anteil der gefertigten Widersténde ist Ausschufy ?

(b) Durch Anderung der Technologie wurde der Mittelwert z auf 100092 erhoht. Entsteht
dadurch ein Nutzen, wie grof} ist er ?

(c) Fiir den Einbau in Prizisionsgerite sind Widerstande von 99052 bis 10102 erforder-

lich. Wie grof§ darf 0 maximal sein, wenn (bei p = 1000Q) 90 % der Widersténde
die Bedingungen zum Einbau erfiillen sollen ?

Zufallsvektoren, Korrelation

Ein Geschéft bietet zwei verschiedene Sorten von Gliithbirnen an. Die Lebensdauer ei-
ner Gliithbirne lasse sich jeweils durch eine exponentialverteilte Zufallsgrofie mit einem
Erwartungswert von 10000 bzw. 20000 Stunden je nach Sorte angemessen beschreiben.
Ein Kunde kauft von jeder Sorte genau eine Gliihbirne B; bzw. By und vermutet, dafl
bei gleichzeitiger Benutzung zuerst B; und danach Bj ausfillt. Unter der Annahme, daf
die Gliithbirnen unabhingig voneinander ausfallen, berechne man die Wahrscheinlichkeit
dafiir, da die beiden Gliihbirnen nicht in der vermuteten Reihenfolge ausfallen.

Sind die Zufallsgrofen & und & unkorreliert bzw. unabhéngig, wenn gilt
(a) 61 NN(Oal)a 52 = 6% - 17

Aufgabensammlung zur Grundvorlesung Stochastik



10. Bedingte Erwartung 11

9.3.

9.4.

10

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

(b) & =sinm, & = cosn, wobei nn ~ U(0, 2m) (Gleichverteilung auf (0, 27))

L firg2422<1 : . - .
1,T2) = ! - !
(€) fee (w1, 22) { O7r . 2 (Gleichverteilung auf dem Einheitskreis) ?
sons

Man zeige, da8} fiir die Zufallsgréfien £ und 1 mit dem Korrelationskoeffizienten p = p(&, n)
pl=1<= Pn=a€+b)=1, a,beR, a#0
gilt.

Es seien & und & unabhéngige N (0, 1)-verteilte Zufallsgrofien und es gelte i = & + &
sowie m; = & — &o.

(a) Sind 7, und 7o unkorreliert ?

(b) Sind 7, und 7, unabhingig ?

Bedingte Erwartung

Es werden zwei Wiirfel geworfen, & und & bezeichnen die Augenzahlen des 1. und 2.
Wiirfels, n sei die Augensumme. Man bestimme

(a) P(& =iln=9), i=1,...,6,
(b) E(&ln=9),

(c) die Verteilung von E(&|n),

(d) EE(&|n).

Man finde Beispiele von Zufallsgréfien £ und 7, die nicht unabhéngig sind, fiir die aber
dennoch E(¢|n) = E¢ gilt.

Es seien & und & unabhéngige A (0, 1)-verteilte Zufallsgrofen und es gelte g, = & + &
sowie 1 = & — &s.
Sind E(7n;|&) und E(n»]&;) unabhingig (vgl. Aufgabe 9.4) 7

Es seien &1, ..., &, identisch und unabhiingig verteilte Zufallsgréfien (mit endlichem Er-
wartungswert) und S, = Y &. Man zeige, dafl E(&]S,) = %’4 gilt.

i=1
Es seien &1, ..., &,, 7 unabhingige Zufallsgrofien, &, . . ., &, seien identisch verteilt, es gelte

re{l,....,n}und S, = ¥ &. Man zeige E(S,|7) = 7E¢; und ES, = ErE¢,.
=1

Der zweidimensionale Zufallsvektor (£, 7n) sei in einem Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0),
(1,0) und (0, 2) gleichméBig verteilt. Man bestimme

(a) die gemeinsame Dichte f¢,(z,y),



12. Konvergenzbegriffe 12

11

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

12

12.1.

12.2.

12.3.

(b) die Randdichten f¢(x), f,(y) und die Randverteilungsfunktionen F¢(z), F,(y),
(c) die bedingten Verteilungsdichten fep,(x|y) und fye(y|x),

(d)
)

(e) den Korrelationskoeffizienten p(&, 7).

die bedingten Erwartungswerte E(¢|n = y) und E(n|¢ = z),

Funktionen von Zufallsgroflien

Die Kantenlinge eines Wiirfels sei eine im Intervall [0,a], a > 0, gleichverteilte Zufalls-
grofe. Man bestimme die Verteilungsdichte und den Erwartungswert des Volumens des
Wiirfels.

Es sei & eine Zufallsgrofie mit einer absolut stetigen Verteilungsfunktion F¢(z). Welche
Verteilung besitzt die Zufallsgrofle n = F¢(€) ?

Es seien ¢ und n unabhingige auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofen. Man
bestimme die Verteilung von v = £ + 1 und vergleiche sie mit der Verteilung von v = 2£.

Die Koordinaten eines Punktes in der Ebene seien unabhiingige N(0,0?)-verteilte Zu-
fallsgrofien (o > 0). Man bestimme die Verteilungsdichte und den Erwartungswert vom
Abstand des Punktes zum Koordinatenursprung.

Konvergenzbegriffe

Es sei (7,) eine Folge unabhéngiger und identisch exponentialverteilter Zufallsgrofien.
Man zeige

(a) fiir (&,) = (l—gn—n) gilt &, L 0 aber nicht &, f—S> 0.
(b) fiir (&,) = (d’ﬁ) gilt &, 5 0 und &, 25 0.
Man zeige
P P . .
(a) wenn &, — £ und &, — 7 dann sind & und 7 dquivalent, d.h. P(£ # n) = 0.
(b) wenn &, £> ¢ und 7, £> n dann gilt a&, + by, £> a& + bn (a,b reelle Konstante).
Es sei (7,) eine Folge unabhéngiger auf dem Intervall (0, 1) gleichverteilter Zufallsgrofien.

Man zeige, dafl dann

1 1\"
§n:<—-...-—) f_s) e
™ T

Aufgabensammlung zur Grundvorlesung Stochastik

gilt.



13. Charakteristische Funktionen 13

12.4. Es sei f(z) eine auf dem Intervall |0, 1] stetige Funktion und f,,(z) ein Polynom in z der
Gestalt

n

falz) =) <Z) (1 —z)" " f (%) (Bernstein-Polynom).

k=0

Man zeige (mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Hilfsmitteln), da§ f,(z) fir n — oo
gleichméiBig gegen f(z) konvergiert.

13 Charakteristische Funktionen

13.1. Es seien &, n und v, Zufallsgroflen, fiir die gilt

e ¢ ist im Intervall [—1, 1] gleichverteilt,
e P(ln=1)=P(n=—-1)=05
T
® Uy = ak?
k=1

n=1,2,..., wobei (1) eine Folge unabhéngig und identisch verteilter

Zufallsgrofien mit der gleichen Verteilung wie 7 ist.

Man bestimme die charakteristischen Funktionen ¢¢, ¢, und ¢,, und untersuche v, fiir
n — oo.

ad t sint
(Hinweis : H C0S p = t#0)
k=1

13.2. (a) Die ZufallsgroBe ¢ besitze eine Cauchy-Verteilung mit der Dichtefunktion

1 1

=i 112 TER

fe(z)

Man bestimme die charakteristische Funktion von &.

(b) Sei (&) eine Folge unabhingig und identisch verteilter Zufallsgrofien mit der gleichen
1 n
Verteilung wie & . Welche charakteristische Funktion hat n = — Z & ?
=

13.3. Die Zufallsgrofie £ besitze eine Exponentialverteilung mit dem Parameter \. Man berechne
die Momente E¢*, k = 1,2, ..., mit Hilfe der charakteristische Funktion Pe.

13.4. Es sei & eine ganzzahlige Zufallsgrofle. Man zeige, dafl dann

Va

1

m=PE=k) =5 / et (1)dt,

-

fir k =0,+1,42,..., gilt.



14. Grenzwertsitze 14

13.5.

13.6.

14

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

Fiir die charakteristische Funktion der Zufallsgrofle £ gelte |p¢(to)| = 1 fiir ein ¢y # 0.
Man zeige, dafl £ eine Gitterstruktur mit der Schrittlinge h = %—g besitzt, d.h. es gilt

i P =a+kh)=1,

k=—00

wobei a eine relle Konstante ist.

Es seien @1, po und 3 charakteristische Funktionen und es gelte @192 = ©1¢3.
Folgt daraus s = @3 7

Grenzwertsatze

Ein Angestellter verldaft an den 225 Arbeitstagen eines Jahres sein Biiro kurz nach Dienst-
schlufl. Die Dauer der zusétzlichen Arbeitszeit 148t sich mit einer exponentialverteilten
Zufallsgrofle mit dem Erwartungswert von 5 Minuten angemessen beschreiben. Die Zu-
fallsgroflen seien als unabhingig vorausgesetzt. Man berechne naherungsweise die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dafl der Angestellte dadurch in einem Jahr insgesamt mehr als 15
Uberstunden arbeitet.

Wie kann man diesen Wert exakt berechnen 7

Bei der Verpackung von Kartoffeln in Beutel kann das Normgewicht von 5 kg i.allg.
nicht exakt eingehalten werden. Die Erfahrung zeigt, dafl das Fiillgewicht eines Beutels
durch eine Zufallsgrofie &€ = n 4 5 beschrieben werden kann. Dabei ist 1 auf dem Inter-
vall (—0.2,0.3) gleichverteilt. Die abgefiillten Beutel sollen auf einem Kleintransporter
beférdert werden.

Man berechne ndherungsweise die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dafl die zuléssige Nutzlast
von 1000 kg bei Zuladung von 197 bzw. 198 Beuteln iiberschritten wird.

(a) Fiir 0 < v < 1 seien z, bzw. x2_ das Quantil einer N(0,1)- bzw. x}-verteilten
Zufallsgrofle. Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes zeige man, daf gilt

2
. Xpy T
lim &%

n—00 A /2?7,

(b) Man berechne mit Hilfe von a) einen Ndherungswert fiir X%oo,o.95 und vergleiche
diese Approximation mit dem exakten Quantil (z.B. Tabelle in Géhler).

= Z,y.

Bei einem Meflvorgang wird angenommen, dafl er durch eine Zufallsgrofie mit einem un-
bekannten Erwartungswert p und einer Streuung o = 0.1 [Mafleinheiten] angemessen
beschrieben werden kann. Wieviele getrennte Messungen (ohne gegenseitige Beeinflus-
sung der Ergebnisse) miissen durchgefiihrt werden, daff mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 95 % der Betrag der Differenz zwischen dem arithmetischen Mittel der Mef-
werte und p kleiner als 0.02 [MaBeinheiten] ist ?

Man beantworte diese Frage durch Anwendung

Aufgabensammlung zur Grundvorlesung Stochastik
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(a) der Tschebyscheffschen Ungleichung,

(b) des Zentralen Grenzwertsatzes.

14.5. Wieviele Versuche mufl man zur Berechnung des Integrals J = f2 cos xdx mit der Monte-
0

Carlo-Methode durchfiihren, um mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % einen relativen
Fehler kleiner 1 % zu erreichen ?

14.6. Zur Untersuchung von Wiahlerwanderungen befragt ein Meinungsforschungsinstitut 800
zuféllig ausgewihlte wahlberechtigte Biirger nach ihrer letzten Wahlentscheidung. Fiir die
Partei A haben bei der Wahl 0.2 % der Wahler gestimmt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafl unter den befragten Biirgern hochstens einer die Partei A gewéhlt hat, berechne man
unter geeigneten Annahmen

(a) mit Hilfe der Binomialverteilung,

(b) durch Anwendung des Poissonschen Grenzwertsatzes,

(c) zum Vergleich durch Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes sowohl ohne als auch
mit " Stetigkeitskorrektur”.



