Numerik |1

(Prof. Arnold — WS 2005/2006)
(by Georg Kuschk)

TODO: Def. L;-Norm

gram-schmidtsches orth-verf
bulge-chasing verfahren
Horner-Schema zu Bem 9.18 ?

Wieder holung : Komplexe Zahlen
z=a+ib =rxe! , I =Betrag von 2 , ] =argz
(dh. a=rcos) wund b=rdnj )

Rechenregeln :

(b))% (a,.b,) = (& azbl b,)
(ay.b)<a,. b) (a2, - bb, , ab, +a,b;)

Dreiecksungleichung :
"2,2,1 Cdgit: |z, +7,|£|z]+|z)]

Euler sche Beziehung :
e”* =cosx+idn X

!'In C gibt eskeine Ordnungsrelationen . !

6.5 Kondition des Eigenwertproblems
geg: Al C""
ges: |1 C, xT R™O" mit Ax=1Xx

_ _ Il Aol 1
(A
=l A= (%, Vo) Jeos(" (%5, Yo))|

mit X,1 C" Eigenvektor der Matrix AT C"" und Y,, konjugierter Eigenvektor | C"
=LAl oy m

abs || |

Bemerkung 6.6 : Normale M atrizen

Al C"" heiRtnormal , wenn AA" = A'A (A* ZKT)
Unter Verwendung der Schurschen Normalform zeigt man , dass A genau dann normal ist,
wenn gilt : A=U'LU
, mit einer unitiren Matrix UT C™"  U'U =1, L =diagl, mit | 1 C



Ist X,1 C" Eigenvektor von A zum einfachen Eigenwert | , , soist U 'LUX, =1 ;.

Folgerung 6.7 :
Das Eigenwertproblem fur einfache Eigenwerte normaler Matrizen ist gut konditioniert

mit K s =

Beispiel 6.8 : schlecht konditionierte EWP
a)

ad 16 a® 106
Se A= Tund B= + mit [d|<<1
S0 05 G oz ™M

Die Eigenwertesind | ; ,(A) =0 und | ,,(B) = +d .
I - 1‘9
-d g

o [a(B- (A _vd _ 1

*oB-A d

x
%O:det(ll- B) =

® ¥ frd ® O

b) (Wilkinson)
R
S PU)=0( -1 Py (I'; =1 Nullstellen des Polynoms)

Diese Nullstellen sind gegentiber kleinen Stérungen der Polynomkoeffizienten extrem
empfindlich.
sohatzB. P(1 ) =P(l )- 27" dieNullstellen

| »16.73+2.8i und | »19.50+1.9i

6.2 Vektoriteration (, power method“ / ,von Mises")

Algorithmus :
geg: Al R"" und Anfangsngherung Y1 R

y(O)
Setze (0) T , k=0
vl
Schritt K :
(k+1) = Ax®)
k
(kD) . y( b
X ||y(k+1)
NCER (X(k)) K9 Eigenwert
k= k +1
Eigenschaften :



y Alx(©

Mittels vollstandiger Induktion folgt : X0 == __
]

2

(konvergiert gegen den betragsgrofiten Eigenvektor — siehe Information Retrieval HITSAlgorithmus)

Sei A diagonalisierbar mit Eigenwerten | | (S PR I
und den Eigenvektoren Z, (i =1,...,n).
Dannist x'” :énaiz mit gewissena, 1 C.
i=1
Ist | , dominanter Eigenwertvon A , d.h. || 1| >|| i| (i = 2,...n) , S0 ist

insbesondere | ;1 R und esgilt

al'z+aal 'z . . .
x© = |n=2 9Ak>$aai4 :aai(AkZ):aailik
al ‘z+aal 'z € | |

i=2

(%)

2

) . )
:an(al| 1K)"21?;'-W mit 1) :éza—'lat'l22® 0 fur K® ¥

,wobei &, 1 O vorausgesetzt wird.

Ergebnis :

%, := lim x®
k® ¥

ist Eigenvektor zum Eigenwert | 1

und E®n;n(k) = XI& =xl % =I 1||X¥||§ =1,

D.h. , die Vektoriteration berechnet ndherungsweise den betragsmalig groiten Eigenwert von A und
eines zugehorigen Eigenvektors.

Die Normierung der X% verhindert einen Uberlauf.

Satz 6.10 : Rayleigh-Quotient
Unter den Voraussetzungen von Bem. 6.9 gilt flir einen symmetrische Matrix Al R"":

® By 00

0 ==

n D — | 1g;|_+ o% 2 T
e 19 g

(k+D) —

, d.h. die Rayleigh-Quotienten N konvergieren quadratisch gegen | 1-

Bemerkung 6.11 Inverse Vektoriteration (Wielandt)
geg: Al R"" , | 1 C sei Eigenwert von A

3



Bl R"",B=A-11,l -1 Eigenwertvon B (,shift* der Matrix A)

Areguar P C:=A*, | ** Eigenwert von C

Die formale Anwendung der Vektoriteration auf B~ ! tiihrt zu einer Approximation des
betragskleinsten Eigenwertes einer gegebenen Matrix.

praktisch :
B:=A-11 mitener Nsherung | einesEigenwertes | ; von A
Eigenwerte von B = i (i =l,...,n) , shift
1 .
Eigenwertevon B™* : T (I =1,...,n)
-
A, B und B! haben die gleichen Eigenvektoren.
Fir | »| |st| ! |>>| ! | i1

P schnelle Konvergenz der Vektoriteration

Implementierung :
y(k+1) = B 1x® I'B

(A- [l )y““l) = x®

— — 1

0 (k+1) =1 +

—— n (k+1)
» Eigenwertvon A —

» EigenwertvonB- !

Aufwand :
- Pro Iterationsschritt Ldsung eines Gleichungssystems (kubisch)

3 I

— an o

1x LR-Zerlegung (=LU-Zerlegung) von A- | | Og?:
4]

und pro Iterationsschritt
1x Vorwartssubstitution Lz = x)
1x Riickwartssubstitution Uy =z (bzw. Ry = 2)

jeweils O(n%)
Problem :
A- || istsehr schlecht konditioniert fiir sehr gute Naherungen der Eigenwerte
da A- | ;I singularist.

Allerdings nicht die Richtung (bleibt genau) , sondern nur der Betrag.
Dieser wird jedoch im weiteren Verlauf der Berechnung nicht benétigt.



Konsequenz:  LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung fir A- | |
Verschwindet ein Pivotelement , so wird esdurch €PS ersetzt.

Modifikation :
Ersetze | fiir K > O durch die (bessere) Approximation M * des Eigenwertes | -

1
~(K) (k1) — (k) ~—(k+1) . =(K)
Im allgemeinen unattraktiv , wegen des hohen Zusatzaufwands zur neuen LR-Zerlegung
von A- %1 injedem Iterationsschritt.

Vor Beginn der Iteration die Matrix A durch Ahnlichkeitstransformationen auf einfachere
Gestalt bringen.
(Ahnlichkeitstransformationen lassen die Eigenwerte unverandert.)

Bemerkung 6.12 : Transformation auf Hessenberg-Form

Transformationsschritt :

Bestimme zu gegebener Matrix A=(aij)i R"" ( A=QR sieheHouseholder)
einen Vektor V; T R™* so, dass
0 A0
o 20 S =g
ViVig & + _
fa.5 05
a 0. T
vit v, =€ R" uwd Q:=1-224 it A9 =QAQ] |
V) g i Vi

denn die Rechts-Multiplikation mit QlT l&sst wegen V; ; = O dieerste Spalte unverandert und

transformiert nur die restlichen Spalten.

DieMatrizen A® und A® := A sind zueinander dhnlich und haben insbesondere dieselben Eigenwerte.

algemein :
Analog zur QR-Zerlegung von A bestimmt man sukzessive (nacheinander) N- 2 Spiegelungsvektoren
a8, 0. -
Vv, = X i R mit V.l R"X und die zugehérigen Spiegel ungsmatrizen
Vk @
SEPUUAN P dessmit A = QANQ] d
Q = VAP o, dass mi =QAMQ, de
k Yk

Matrix A:= A2 Hessenberg-Form besitzt.

Mittels vollsténdiger Induktion folgt , dass A und A zueinander ahnlich sind :

A= QAQ"  mit Q=0Q,Q:1- Q0.



Ist X Eigenvektor von A zum Eigenwert |, , soist X := Q"X =Q/ QJ..Q" ,X Eigenvektor von A zum
Eigenwert | ; , denn
Ax=lx 0  QAQ'x=lx Q'
AQ'% =1,Q'%

X X
Hat A Hessenberg-Form , so auch A - I fur jedes| 1 C.
Die LR-Zerlegung von A- | | erfordert O(N?) Rechenoperationen.

39

Aufwand fiir die Hessenberg-Form : ngn
e3 o

Spezialfall : Ist A symmetrisch, soist ;5\ Tridiagonalmatrix.

6.3 QR-Algorithmus
geg: AT R™" setze A, := A

Algorithmus:
- Berechnedie QR-Zerlegung von A, = Q, R,

- A<+l = Rka

Wegen A ,, = R Q, =Q, A .Q, folgt mittelsvollstandiger Induktion , dassalle A, &hnlich zu A sind.

Nachteil : pro Iterationsschritt QR-Zerlegung und Matrix-Matrix-Multiplikation
Alternative: Transformiere A zunéchst auf Hessenberg-Form ;& und wende den QR-Algorithmus auf E\ an.
Vorteil : QR-Zerlegung mit N - 1 Givens-Rotationen W, _; ..., W,,
& * R - e %5
g* * . H g * . N
_ ¢ '+ 60
W,A=W,,% * =% * N
g: * . g: * -
0 .« 0 * *z & .. 0 *
(Nur Veranderung der ersten zwei Zeilen.)
~ -
usw.,dh W, %W, XA=R | Qi =W, , X.. W,
A=RQ = ROW]_,ZT"'Wn—l,n (ebenfalls Hessenberg-Form)

Ergebnisse :
- Anwendung des QR-Algorithmus auf Hessenberg-Matrix liefert eine Folge von Hessenberg-Matrizen.

- Rechenaufwand:  pro Iterationsschritt O(n?) fir 2:(n- 1) Givens-Rotationen
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Ist A symmetrisch und tridiagonal , so reduziert sich der Rechenaufwand pro
Iterationsschritt auf O(nN) .

Satz 6.14 : Konvergenz des QR-Algorithmus (siehe 5.7 in Numerik1-Skript)
geg: AT R™" symmetrisch und mit den Eigenwerten | ,...,| ., wobei || 1| > || 2| >..> || n|.

Fur die Matrizen Qk,FQk und A gilt:

a) LI& Q =
b) limQ, =L =diag(l,,...| ,)=lim A
1,9
c) aij(k) =04 T fur i > j
ql |
ell g
Beweiszu a) :
Esgilt A =Q,..Q, R....R, ,dennfirr K =1 ist dies trivial und firr kK >1 folgt aus
P S
“=R.S, wegen A, = QiR =Q(..QAQ,..Q =R *AR auch
=A
Ak+1 AA AP Sk I:)Qk+1Rk+1S - k+1Sk+1
PkAk+l

P, istorthogonal , S, ist obere Dreiecksmatrix.
b A¢= P, S, ist (eine) QR-Zerlegung von Ax.

Bemerkung 6.15 : Allgemeine K onver genzaussagen
a) Der QR-Algorithmus konvergiert auch fir mehrfache Eigenwerte.

b) Fallsunterschiedliche Eigenwerte denselben Betragswert haben , so konvergieren die A< nicht gegen L ,

sondern esbleiben 2 2 Blécke entlang der Hauptdiagonalen stehen (Jordan-Blécke?).
Man kann die Eigenwerte trotzdem aus diesen Bldcken ausrechnen.

Bemerkung 6.16 : Verbesserung des QR-Algorithmus durch Shift-Technik
a) Maodifikation :

A- 1 1 =QR
QR-Zerlegung fir | » |,
A<+1=R1<Qk+|k|

Esgilt Ay = QL (A - DR+ =QTAQ,

P A, und A sind einander dhnlich.

b) Konvergenz
Analog zu Satz 6.14 zeigt man unter Verwendung von ( ) >‘(A- I ): Q.- QR R

HIVH
o <o e

Falls | | > (l 3 1) , so ergibt sich eine K onvergenzbeschleunigung.




0)

Implementierung : Expliziter Shift (nach Wilkinson)

, k k1) . . ,
Zid : an'n_l( P»0 b an’n( ™ ist eine sehr gute Naherung fir Eigenwert von A

- @ 0 g W , “
Wahle | | as denjenigen Eigenwert von é " o T R*?  dernzheran a,,  liegt.
an,n-l an,n g

P Konvergenz von an,n—l(k) ® 0 und anyn(k) ® | ,(A) quadratisch und haufig sogar kubisch.
Berechnung des Eigenwertes | ; (A) in der Regel mit O(N) Rechenoperationen.

Erweiterung auf nichtsymmetrische Matrizen mit konjugiert komplexen Eigenwerten :
Implizite Shift-Technik (nach Francis) — ermdglicht rein reelle Berechnungen

d) néachste Eigenwerte und Abbruchkriterium

f)

Deflation: Ist max
1f j<n

a,; (k)‘ =0O(eps) ,soist anyn( " ine gute Naherung fiir einen Eigenwert von A.

Der QR-Algorithmus wird mit A = Ak(li (n-1,1:(n- 1))T R™Y (™D fortgesetzt.
(D.h. letzte Zeile und letzte Spalte weglassen.)
Falls N =2 ,sowerden die letzten beiden Eigenwerte explizit berechnet.

Gesamtaufwand flir symmetrische Matrizen

- Og§ n® 9 Rechenoperationen fur Transformation auf Tridiagonal-Form
e a

- n>O(n) = O(n?) Rechenoperationen fiir QR-Algorithmus

Berechnung der Eigenvektoren

A=ULUT p AU=UL

P Spaltenvektoren von U sind die Eigenvektoren von A

PAPT = A (Transformation auf Tridiagonal gestalt)
A=A =QQ..QA.LQI.Q'Q]

P U=P QQ.Q

Beispiel 6.17 : OR-Algorithmus mit Shift-Technik

a2 1 006
1 9 1 i
A= g 16 1 °
C: 1 3 1+
€0 1 0y
(k) (k) -
k a'5,4 a5,5 l k
1 -4.5 E-3 0 -0.302776
2 1.1 E-10 -0.316869 | -0.316876
3 -0.316876 | -0.316876
4 9.1 E23 -0.316876 | -0.316876

P |, »-0.316876



Fortsetzung mit der Matrix A, (1:4,1:4) :
b a,,”=-11E-18 b I, »298386

Fortsetzung mit der Matrix Ag(1:3,1:3) :
b a,” =18E-20 bl,»60

Explizite Berechnung der beiden letzten Eigenwerte aus Ag(1:2,1:2) :
|, »9.01614 , |, »12.316876

Zum Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeiten : QR-Algorithmus ohne Shift-Technik
a,,"” =0.0337458

a,, ) =0.011408
a,,"? =-0.316876

Konvergenzgeschwindigkeit entspricht wegen

|
li{ » 0.1 den Abschétzungen von Satz 6.14.
4

6.4 L ancosz-M ethoden

Bemerkung 6.18 : Eigenwertprobleme als Extremwertaufgaben
Zu einer symmetrischenMatrix Al R™" und X1 R"\{0} bezeichnet

(% A%)

m(x) := den Rayleigh-Quotienten.
(%)

Esgilt: mllg m(x) =1 ;,(A) und max mX) =1 . (A) mit dem kleinsten bzw. gréRtem
Eigenwert von A.

Denn A ist diagonalisierbar : A=ULUT mit L =diag(l ,,...,| ,) ,sodass

wegen UTAU =L fir y:=UTX folgt :

<y,y):<UTx,UTx>:xTUUTx:(x,x) und

(x, Ax) =(Uy, AUy) = <y,UTAUy> =(y,Ly)= él Y

o

(A =min{m(x) : xT R",x* 0} durch min{m(x):x1 V,,x* 0} mit

einem niedrigdimensionalen Unterraum V, 1 R". Analog | . (A).

Approximiere | ..

Ansatz :
Krylovraum V, =V, (X) = K, (X, A) = span{x,Ax,...,Ak‘lx}



Bemerkung 6.19 : L anczos-Algorithmus

A=A"T R""

Bestimmen einer Orthonormalbasis  V,,...,V; vonV,(X) = K, (X, A) mittels Drei-Term-Rekursion.
(Effizienter als z.B. Gram-Schmidtsches-V erfahren)

X
vV, =0 A ::W
2
foo kK=1:(1-12
a, ={v, Ay, )
W, = Av, -a.v - byv,, (b, nichtnétig, da v, =0)
bk+1 ::||Wk+l 2
W,
Vi = bk+1 falsb,, 0
k+l

Abbruch, falls W, =0
endfor

InMatrixschreibweise:  AQ, =Q,T, mit

@ b ¢

cb, a, b, =

L ¢ b b +

Qk :[V17V2!---svk]| Rn k und Tk :g 3 3 ) 4 :
¢ P, A, bk;

é b, a.g

Esgilt: T, = Q] AQ, ,jedochsind A und T, einander nicht ahnlich. (k <n)

ZU zeigen :

a) Ax1 span{v;,....v,.,}

b)  (Wey,V,)=0 (j=1..k)
Beweis

zua) Folgtaus W, ,, =g XAX+r, miteinem g1 O undeinem r, 1 K, (x,A)
Nachweis mittels vollstéandiger Induktion

zub)
<Wk+1,vj>: <Avk,vj> - ak<vk,vj>- bk<vk_l,v].>
%,_J %/_J ——
=(v Av; )- wegen A=AT =0 fir j<k =0 fir jik-1
Av, ] Kia(XA) = span{vl,vz,...,vjﬂ} P Skalarprodukt =0 fur j <k-1

dh,  (W.,,v,)=0 fir j=12..k-2
Fal j=k-1:
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siehe obige Def. von w =1

<Wk+1avk-1> = <Vk1Wk tay Vi bV, ) - bk<vk—1’vk—l>
- —
(

Vi, AV, 1) - by
:<Vk’Wk>_ b,
=0 ,daw =b,v, und (v,v,)=1

Anwendung :
zu ul R* betrachte y=Q.ul K, (x,A)1 R" ,dannist

<y* y) = <QkU7QkU> = <U, Qr QKU> = <U, u> und
(¥, AY) = (Q.u, AQU) = (U, QF AQu) = (U, T, U

Alsoist

A T,
© = mn <y’ y> = mQ <u’ ku> :| min (Tk)
v (yy) - uE (uu)

Andlogist | ., =1 (T,).

min

) (k) g | ()
.

wegen V, 1 V,,, folgtweiterhin | . “2£1 _ ® und |

Satz 6.20 : Eigenwer tberechnung mittels L anczos-Verfahren

Sei A eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten | 1 £..£1 , und zugehorigen orthonormalen
Eigenvektoren h,,...,h, .
Aus dem Lanczos-Verfahren zum Startwert X 1 O ergibt sicheineONB V...,V von V, (X) = K, (X, A) ,

sowie die Tridiagonamatrix T, T R mitden Eigenwerten m £...£m,.
(I, -1 1)tanz(II (vi,h,)

- 0
Tk-12§+2—l | w1
n-1°- I 10

mit dem Tschebyscheff-Polynom T, ;.

Dann gilt : l,3m?31l, -

6.5 Sinquléarwertzerlegung

Satz 6.21
sé Al R™". Dann gibt eszwei orthogonaleMatrizen UT R™™ und V1 R™" |
T AV o _ .
sodass U AV —S—dlag(sl,...,s p) mit p=mn(mn) unds,3..3s 30.
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Diese Zerlegung U T AV =S heifkt Singularwertzerlegung von A und die S . sind die
Singularwerte von A.

Beweis mittels vollstandiger Induktion

Zu zeigen :
Esgibt orthogonale Matrizen U,,V, mit U AV, = Esol ;9 wobei BT RMY (™D g
(4]
1 :"A”2 Vs _1||A\/||2 ,dann gibt esVektoren v, T R" ,u, T R™ mit
1
v, =1 ’ U, -= s AV, Jual, =

und {V;} ,{u,} kénnen zu orthogonalen Matrizen V, = [vl,...,vn] U, = [ul,...,um] erweitert werden.

T
A =UTAY, :UlT[Avl,sz,...,Avn] :[s ml,sz,...,Avn] :gsol Vé -

(wegen U] (S,U,) =S, und UlTuj =0 fur j=2..m)

miteinem Wi R™* undeiner Matrix BT R™Y (™D,

Wegen ||C||2 =4l . (C'C) qilt

AL =1 o (AT A)=1 o (T ATUUT AV )= 1 (0 (A AV, ) =1 (A7)

(wegen Ahnlichkeit der Matrizen)
=[Al, =

b
= "A_L” 3 (Vertraglichkeit von Matrix- und Vektornorm)
2
2
Has W w%‘
: 2 T
S, tww
= 23(12 T)_512+WTW
S, +tww sS+w'w
as, 00
P w=0 UAAYA gl *
0 Bg

Bermerkung 6.22 : Eigenschaften der Singulérwertzerlequng
Fur diein Matrix 6.21 konstruierte Matrixzerlegung U T AV = S gilt :
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a) Av =s.u A'u =s.v, (i=1..p) mi

den Spaltenvektoren U,,...,u,, von U und V,,...,V, von V.

m

b) Esist s,3s,3..3s,>s ,=..=s5 =0 U rang(A) =r
ker(A) = span{v, ,,...,v, }
im(A) = span{ul,...,ur}

9 s, =[A,

g g S
o 1A -4Aa -l -4

i=1 j=1

S ~ .,
- -1 — 1 . .. nn
e) K,(A) —||A”2 >1|A ”2 _Sn fur regulare Al R
f) AT A hat die Eigenwerte Slz,...,Sﬁ zu den Eigenvektoren V,,...,V,,
AT A hat die Eigenwerte Sf,...,sﬁ zu den Eigenvektoren U,,..., U,

weitere Eigenschaften :

- Gegebensai eineMatrix Al F™" und orthogonale Matrizen PT R™™ | QT R"".
Dannhaben A und B :=PAQ diegleichen Singulérwerte.

- s UTAV =S= diag(s 1S ,O,...,O) die Singularwertzerlegung einer Matrix Al R™ "
mit rang(A) =r .
Dannist die Pseudoinverse A'1 R"™ gegebendurch A" =VS*U'

(0]

&l 1
mit S” :diagg—,...,—,o,...,o
S S, (]

(PenroseAxiome AA"A=A , x=A'b)

Bemerkung : Bi-Diagonalisierung r echteckiger Matrizen

geg.: Al R™" ,m3n
ges.: orthogondeMatrizen PT ™™ QT R"" mit
B 7 o]
¢ . . -
(; -
. ¢ LoxT
aBl R""0 ¢ +
¢ S_¢ *+ . |
PAQ=¢ .. ==¢ - , B = Bi-Diagonal matrix
g O(m- n)ln B Q.. . e +
co --- 0+
¢ L
éo 05

Vorgehensweise:
Wahle P, als Householder-Spiegelung , welche die erste Spalte von A in ein Vielfaches des ersten
Einheitsvektors transformiert.
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& * - %
G v

G T

4]

RA=

Wahle Q, als Householder-Spiegelung so , dass P, AQ, = g

2

(Die erste Komponente des Spiegelungsvektorsin Ql wird = O gesetzt.)

P 1. Spaltevon P, A bleibt unverandert
Mittels vollstéandiger Induktion erhalt man die Bi-Diagonalgestalt.

PAQ=§%

=P.,.PAQ..Q,,

Singularwertzerlegung (bidiagonaler Matrizen) - Algorithmus:
siehe ,chasing” / “bulge chasing”.
MATLAB-Befehl : svd  (single value decomposition)

ldee:  Anwendung des QR-Algorithmusauf BT B ohne explizite Berechnung von B' B
(Anwendung von Givens-Drehungen)

TODO : genaue Beschreibung

Ergebnis:
Bi-Diagonalmatrix B, =W,

n-1n*

W, BW, .. W

n-1,n
Die Transformation B'B ® BlT B, entspricht dem ersten Schritt des QR-Algorithmus angewendet

auf BTB , jedoch ohne explizite Berechnung von B'B .
. T —_ A 2 2)— T
Nach Satz 6.14 konvergiert B, B, gegen L —dlag(sl yeeesS n)— S'S

B, ® S

k® ¥

Aufwand : flr quadratische Matrizen (m = n)
4 3 2 . .. . . .
"3 n® + O(N“) Rechenoperationen fiir Reduktion auf Bi-Diagonal gestalt

- O(Nn?) Rechenoperationen fiir den modifizierten QR-Algorithmus

7. Interpolation
Problemstellung :
Gegeben seien diskrete Funktionswerte und ggf. Ableitungen einer Funktion f :R® R anden

stitzstellen t, (i =01,...,n)

14



Undzwar f(t), f'(t,),..., £ (t) miteinem ¢, 3 0 (=Stiitzwerte)

f(t1) + e
ftn) T LY
O

t:u t:l t:n

Abb : Beispiel fir diezwei Falle ¢, =0 und €, =1  (imersten Fall z.B. quadratisches Polynom)

Gesucht : Eine Approximation von f durch eine mit wenig Aufwand und numerisch stabil auswertbare
Funktion | ,wiez.B.

- Polynome

- stuckweise Polynome (bei sehr vielen Stiitzstellen Aufteilung)
- trigonometrische Funktionen

- Exponentialfunktionen

- rationale Funktionen

. i | = 0711'"1

Interpol ati onsbedingungen : j P)y=19w) 8&] =

g| = 0,1,..., 1]
7.1 Klassische Polynominter polation
Satz 7.2 : Interpolationspol ynome
Zu beliebigen N +1 Stiitzpunkten ('(i , fi) , (i = O,l...,n) mit 2 t; "i® ] gibtesgenaueinPolynom
hochstens n-ten Grades

PH)T P, ={pt):pt)=a,+at+..+at" , al R} it

Pt)=f ,(i=01..n)
(Zusammenhang siehe Vandermonde Determinante)
Bewels:
a) Eindeutigkeit

Gitfur P,P,1 P P(t)="f =P,(t) fir i=0L..,n ,sohatdas

Polynom P, - P,1 P, wegen P (t;)- P,(t;)) =0 mindestens N+1 verschiedene

Nullstellen.
P P, - P, = Nullpolynom
P P =P
b) Existenz
Konstruiere Lagrange-Polynome L, T P (i :0,1,...,n)
L) il fori=k q
mit L =i =d.
Tl sonst A

15



b PO=4 L

Lagrangeﬁchle_(lz)arstellung deslrzterpolz;t(ionspc;lyr&oms: )( ) ( )
-t M-t e - o K-t (-t

L0207 o

J
Jri

= L mit dem Knotenpolynom
(t - ti) >‘W'(ti )
w(t) = 6 (t- 1) =(t- t)(t- t)(t- t,) ged.

Hinweis :

{LO, Ly, Ln} ist Orthonormalbasis beziiglich <P,Q> = é P(t) XQ(t;)

Bemerkung 7.3 : Interpolationspolynom

a) Das (eindeutig bestimmte) Polynom P aus Satz 7.2 heif3t I nterpol ationspolynom
zu den Stiitzpunkten (’[I , f )

b) AlsAbbildung P: Cl[a,b] ® P mit a £t £ besitzt die klassische Polynominterpolation
H—J

Menge der
stetigen Fkt

die Kondition K ¢ = Er[]a%( a |L (t)|
a

Diese sogenannte Lebesgue—Konstante hangt von der Lage der Stiitzstellen ty,...,t, in [a,b] ab
und wird besonders klein fir die Tschebyscheff-K noten.

Beispiel 7.4 : Lagrange-Polynome
oeg;  (01),(13),(32)

f
L2 Lpg
1 —_
1 ; 3 t
L
¢-1t-9 _t(t-3 ti(t- 1)
Oy 0 MO0t 0 RO

P(t) = Ly (t) + 3, (t) +2xL,(1)

16



Bemerkung 7.5 : Algorithmusvon Aitken-Neville
geg: (t,f,) ,(=01..n)
ges.: P(t) effizient

Bezeichnungen :
zuk +1£n+1 sden paarweise Indizes i, definietmit j =01..,K und i, 1 {01...,n}.

Pio,Pil,---,PikT P seiendielnterpolationspolynomemit B, ,...,B (t;) = f; fur i =ig,...i,
Eigenschaften :
3 R()=f
t-t P, P®-ft-t P, ..P (t
b) F)io !--.;Pik (t) = ( Io) il k(t) (t k) 0 k—l()

denn beide Ausdriicke nehmen fur t =t, denWert f, anundsind Polynomeaus P .
J ]

Rechenschema: fir n=3

k=0 k=1 k=2 k=3
ty fo © R() Pou(t) = ...
t, f,° R Poa(t) = ... Pozs(t) = P(t)
t, f,° B(1) Pa(t) =... Pos(t) = ...
ly f3 ° R () Ps(t) = ...
Beispiel : Stiitzpunkte (0,1) , (1,3) , (3, 2)
k=0 k=1 k=2
0 1 2-0)0:3-(2-1:1
(@) =22 2 D2
1 3 (2- O)X§-(2- 36 10
P.(2)= 2 -
012 3-0 3
2 2 (2-D:2- (2-3):3_5
P.(2) = =—
2(2) 31 >
kurz :

17



P ik = Tk P T,=f

Pi-l,...,i :'Ti,k Ti’k = (t- b i1:-1 _t(t B ti)Ti-:Lk-l
i~ Y-k
T,.,-T
Tik:Tik_l+u 1EKE| P30
’ ’ t-1., .
t-t

Speicherschema fir k=3 :

k=0 k=1 k=2 k=3
|Gz
[ T11 ~
ty || To=14

) 6
\/> T2 <> > LES
: S

ts @/ Tt >

(Gleiche Formen belegen gleichen Speicherplatz.)

Implementierung :

Bezeichnung: T, =T, mit j =i- K
for i =0:n
T =1,
for j=i-1:-1:0
T, -T
T =T+t 1
ad-t 0
- 13
t' ti g
endfor
endfor

Bemerkung 7.6 : Dividierte Differenzen
Idee: P, . und P, haben jeweils denselben Funktionswertin t; ,; ,...,t

[P Tyt
-

P Pio,il,...,ik )= Pio,il,...,ik_l(t) +(t- tio)(t - til)"'(t - tik_l)fio,il,...,ik mit einem fio,il,...' I R.

s

i

f - fil,il,...,ik - fio,il,...,ik_l
vl e t -t
k 0
Eigenschaften :
fi,..i istinvariant gegentiber Permutationen der Indizes i, iy ,...,I, ,da B_; ; (t) durchdie
I nterpol ationsbedingungen P(tij) = fij (j =01.., k)

18



eindeutig und von der Reihenfolge der t; unabhangig festgelegt ist.
J

Steigungsschema :
f.o - f
f. ik = i+l,..i+k P itk-1
i,i+l,..., i+k ti+k - ti
k=0 k=1 k=2
b fo _f- 1
fOl - t t
17 '
tl ' f :M
012 tot,
t2 f2 B f2 _ fl
f, = —
271
Beispiel : StUtzpunkte(O,]_) , (]_3) , (3’ 2)
0 1 -
3-1 PN
1-0
1 3 1
2.5
3-0 6
3|2 2-3_ 1
3-1 2
Implementierung:
fori=n:-1:0
a =T
for j =i+1:n
a. :u
] ti -t
endfor
endfor

Bemerkung 7.7 : Newtonsche Dar stellung des | nter polationspolynoms
Aus Bemerkung 7.6 erbibt sich rekursiv die Newtonsche Darstellung des | nterpolationspolynoms:

P(t) =P, _a () = Popna(t) H(t- to)(t-t)..(t-t, ) xfo,
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= fo + (t - t0) fO,l + (t - t0)(t - t1) f0,1,2 +..t (t - to)(t - tl)"'(t - tn-l) fO,L...,n
= fo+(t-to)for +(t-t)fou, tot (-t ) (Fop o (-t ) Fop 0]

Beispiel : Stiitzpunkte (O,l) , (1,3) , (3, 2)
P(t) = 1+ (t - 0)§3+ (t- 1)& 590
é 6oy
P(2) = 1+ (2- O)§2+(2- nE E92-1+ 28%- _-_1 L
6 ap 60 3 3

Implementierung : Newton-Horner-Schema
P:=a,
for i:n-1:-1:0
P=Pxt-t)+a
endfor

Satz 7.8 : Restglied der Polynominter polation
Gegebenseien f :C™[a,b] ® R und dasInterpolationspolynom P(t) zu den

Stitzstellen (ti : f(ti)) ,1=01...,n mit n+1 paarweise voneinander verschiedenen
Stitzstellen t, T [a,b] ,i=01...,n

w(®) F " @)

zujedem 1 [a,b] gibteseint T [a,b] mit f(f)- P®) = (n+D)

= Resiglied ,
mit W(t) = (t- t)t-t,)..(t-t,) undt =t ().

Folgerung 7.9: Eigenschaften der dividierten Differenzen
a) Unter den Voraussetzungen von Satz 7.8 gilt fur jedes 1 [a,b] : f (f)- P(f) =w(t) xf [t,,t,,....t ,,{] ,

wobei f[ty,t,,...,t,,t] diedividierte Differenz fy, ., zuden N+ 2 Stiitzpunkten (t,, f@)).(€ @)

bezeichnet.
(n)
b) Esgilt [ttt ] = I(t) freint 1 [a,b].
n!
o Fiur f1 P ist ftg,t;,mnt ,t et ] 0 k>0

Beispiel 7.10: Restglied der Polynominterpolation

f(t)=dnt | t=i i=01..5 n=5
10

dnt- Pt) = %(t - t)(t- t)..(t- t.)(- sint)



—
—_
> N
('D!EJOCD
N |

.2 .2 .2 6
sinf - p(f)|£ia@ G gaPo _ P

C—+ s C—+ = = 0.005
72062ge5 geél0g 240

e miy anid

beachte : Ausserhalb des Intervalls kmn t., maxt, )
| I

(, Extrapolation”)
héufig sehr groRe Fehler 0w(t)| >> 1).

Betrachte eine Folge (Dm) von Intervallteilungen mit D | ={a: to(m) <t1(m) <..< tnm(m) = b} mit
zugehorigen Interpolationspolynomen P(t; D).

Satz von Faber :

Zu jeder solchen Folge existiertein f 1 C[a,b] so, dass P(t ; D) auf [a,b] nicht
gleichméfiig konvergiert.

(D.h. esgibt keine optimale Folge von Stiitzstellen.)

Beispid : Funktion von Runge
1
f(t) = , a,b] =[-55
O=re [a,b] =[- 55]
gm’:-5+i£9 ,i=04,...,m
m
Bemerkung 7.11 : Hermite-Interpolation

. . g =01..,n3
Interpol ationsbedingungen P (t) = f DV (t) g] B Oi c g
= v Ci gy

klassische Hermite-Interpolation :

PIP mtr=8c¢+n

i=0

Lagrange-Darstellung :
Bestimme L;(t)| P, mit

0 i1 fallsi=kund j =
L7 () =i

10 sonst
b

S )
Ph)=a & fV )L )

=0 j=0

Newtonsche Dar stellung :

Knoten mehrfach angeben , Steigung f [t,,t,] ersetzen durch vorgegebene Daten f'(t,) ,
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f[t,,t,t,] ersetzen durch vorgegebene Daten % f(t) ... usw.

Beispidl 1 ;
Interpolationsbedingungen P(t,)=f, , P'(t)=1f"' , P'({t)=f" ,i=01
Steigungsschema :
t, | f, foo = f,' fOOO_1f0..
t0 f0 foo = fol - f001' fooo
0001 tl _ to
t, | f f,- f f,,- f
0 0 f01: tl_to f001: zl_too USW.
1- ‘0 1- 0
tl fl _ f11' f01
011
tl - to
t f1 f11 = fll
t, | f f, =1 1.,
1 1 11 1 f111 :E f1

. 1.
P(t) = fo + (t - t0) ><f0 +(t - t0)2 XE fo +(t - t0)3 ><f0001 + (t - to)s(t - 1) Xf00011 + (t - t0)3(t - t1)2 ><f000111

Beispiel 2 : Taylorpolynom
Interpolationsbedingungen P® (t,) = f ¥ (t,) , k=041...,¢,

C
_9 1 k k
P(t) =a E fl )(to)(t - to)
k=0 K
Bemerkung 7.12 : stickweise Her mite-1 nterpolation
Problem : Polynome hoher Ordnung neigen zu Oszillation
Kompromiss  : Approximierende Funktionen, die nicht unendlich oft stetig differenzierbar sind

Intervallgitter = D:={t, :a=t,<t, <..<t_ =b} af [a,b]

Approximationvon f :[a,b] ® R durchein] ausdem Hermiteschen Funktionenraum

Hén) Z={j 1 Cn-l[a'b]} ] |[t. fal :pi|[t| fal (»eingeschrankt auf*)
firgnp, T P, , ,i=01..,m-1.
praktisch :
Bestimmung der Hermite-Polynome P, (t) ,i=01...,m-1
mit PO (t)=f®() , PM(t.,) = f9(t.,)  k=01..n-1

2



= F)i|[ti,t ’ PT P2n-l

iy = Rl i

Auswertung von |
Bestimme i mit t, Et£t,,

Speziafall : squidistantes Gitter t; 1= a+M ,1=01,....m
m
| == §-_alil mit h ::u
ghH m
algemein : binére Suchia
i=0, I=m
do
{
| _Al+i_l;|
g2
if t3t then i:=I,
ese | =i,;
oo
while (i - i_>1);
=i
Beispid :
n=2, PT P, , j T Clab
P

tg  t1 ta 13 ty

(Polynome hoher Ordnung neigen zum Schwingen zwischen den Stitzstellen.)

Restglied , Fehlerabschatzungen :

Approximation der Ableitungen von f :

n-k
t-t)(t-t
£ |( k||)( |+1)| >(ti+l _ ti)k XAmaX
I(h - 2k)! aICE™.

F9@0- RV ()

FE )
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n-k
A

277 2KI(2 - 2K)! tiTab)

f@) ¢ )|

7.2 Spline-I nterpolation

Definition 7.13 : Polynomialer Spline
Sé D ={t0,...,t,+l} ein Gitter von | + 2 paarweise voneinander verschiedenen

Knoten t mita=t,<t, <..<t, =b.

Ein polynomialer Splinevom Grad K - 1 (Ordnung K) bzgl. D ist eine
Funktion S,1 C*?[a,b] , dieauf jedem Teilintervall [t,,t.,,] mit

einem p, 1 P, , tbereinstimmt , (i = 0.1,...,1).
Bezeichnung: S, :=Mengeder Splinesvom Grad K- 1 bzgl. D

Beispiel 7.14 :
lineare Splines : Menge der stetigen , stiickweise linearen Funktionen (82 b )

S.
L

T m m

a=tp t 7 t3 ta=h

kubische Splines : stiickweise kubische Funktion , zweimal stetig differenzierbar (54,0 )

Bemerkung 7.15 : Eigenschaften polynomialer Splines
a) S p isteinVektorraum

(t-t)<" fdls t3t,

) Poil So . (t-t)?).1 s, mi ((t-ti)“)+ =

[ N —

0 sonst
c) Bedingungen zur eindeutigen Bestimmung eines kubischen Splines:
Interpolationsbedingungen: Sy (t;) = f, , (i =01...,1 +1)
N sy'(a)=s,"(b)=0 (natrlicher kubischer Spline)
iy s, (@) =s,(b) , k=012 (periodischer kubischer Spline—nur sinnvoll |, falls f, = f,,,)
i) sp'@ =1 , sy'(b)="1, (eingespannter kubischer Spline/ vollstandiger kub. Spline/
kubischer Hermite-Spline)
kubischer Spline:
4 Parameter je Teilintervall
P 4:(1+1) K oeffizienten

Interpolationsbedingungen = | + 2
aus C? folgen 3 Bedingungen
Pa =41+)-2
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Daher : 2 Bedingungen aus den obigen i)-iii) auswéahlen

d) DieBedingungen i)-iii) fhren jeweils zu kubischen Splines S , welchedie
1

a8 02
Halbnorm ||SD|| = (éds" (t))dt T Uber einer gewissen Klasse von Funktionen minimieren.
a (%]

(Krimmung wird minimiert.)

Bezeichung: K '[a,b]:={f : f® af [a,b] absolutstetig , (k=01,...r-1), T L2[a,b]}

b
vi L[ab] U (fv(t))’dt existiert  (siene Lebesgue/MaRtheorie)

Definition Absolutstetigkeit :
f:[a,b] ® R heiRt absolutstetig, fallseszujedem € >0 ein d >0 gibt, so dass fur

belieige a,,ly mit afa <b <a,<b,<..<b £b und § b - a|<d gilt:

é_|f(bi)- f(a)|<e.

Absolutstetige Funktionen sind fast Uberall stetig differenzierbar und esgilt :
t

ft)- f(@=0f' t)dt mit tT [ab] sowie Of (t)g'M)ct =[f ©g®)] - OF (Ha(t)ct.

Lemma 7.16 : Identitét von Holladay
st fT K2[ab] , D={a=t, <t, <..<t,, =b} und s, S,,  soqgilt:

[t- sl =1 - Jsof - 20 s'0) ol al10- s0)s" ol f)

o140

Satz 7.17 : Splinesund Interpolierende minimaler Kriimmung
Zu D :{a= t, <t, <..<t,, = b} seien Stutzwerte {yo, yl,...,y,+1} und ein interpolierender

Spline s 1 S,p gegeben.

i st S,"(8)=5S,"(b) =0 ,sogiltfirjedes fT K?[ab] mt ft)=y : |f]2|ss]-
iy 1st 5, () =5, (b) (k=012)  sogiltfirjedes f1 K?[a,b]

mit f (@)= f¥(b) J(k=012) uwd @)=y : |[f]3]so].
i) Ist fT K?[ab] , f(t)=y, ud f'(@)=s,(@), f'(b)=s,'(b) ,s0

gt 111 Is|.
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Injedem der drei Félleist S, eindeutig bestimmt.

Bemerkung 7.18 : Bestimmung der Splinekoeffizienten  (fiir_ kubische Splines)

S4,D : SD|[H_ ] =8 +bi (t- ti)"'%(%(t' ti)2 +%di(t B ti)3 mit
a, =sp(t) (durch I nterpol ationsbedingungen vorgegeben)
b = s, ()
C =s5"(t)
di =SD”'(ti)|t®t‘+O
||t . . . ||t —_ t_ti t-t|+l h _t t
Aus S, ()|[ti,q+1] ist linear folgt : S,"'(t) =C,, h - C, h mit h =t -t
b
(t-t)° (t-t,)° :
Sy(t)=c, —-C ——+B(t- t,)+ g Vons,'
s(t) =Gy 6h 6h ( )+ A ((] D )
Interpolationsbedingungen :
2 |
)= A=,
h’ !
Sp(tina) = C.+1i?+ Bih +A =1,
b
h’
=f - J1_¢
A 1 6 I
f f.
Bu_ = ~- h(ci+1'c|)
h 6
3
% 0
Ausmultiplizierenvon (t - t;,,)° = g(t - 1) - (t,, - t,). undKoeffizientenvergleich ergibt :
—
g =h; 4]
a = f
f..-f
b =—2"—"- ﬂ(2Ci +Gy)
h 6
d- = C|+1 B Ci
' h

Bestimmung der C, : aus den Stetigkeitsbedingungen fiir S,'(t)
fi+1 - f h

h 6

Sp'(t) (2 +C)

t,+0 _bi -
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h..

2

& h,? 0 f-f, h
Sp'(t)], , = &b thCy +——di T2 —2- —2(2c, +C) +hac, +
D |n0 é 1 161 75 lb h. 6 1 1Ci-a
= f' _ f' 1 +hcl_l+ﬁcl
h, 6 3
b
h—l '-1+h h+1 f+1' fi fi-f 1
+ 1 | 1 C —_ | (. | | 'I_l, ,l
6 -1 3 1 6 i+1 hl hl-l ( )
mit C., =Sy (b)
nattirlicher kubischer Spline: C, =¢,, =0
a, +h h 0 é‘efz'fl_ fi-f, 6
¢ 3 6 206 ¢ h hy =
C ﬂ h +h, & +802; ¢ fs- fz_ f- ) N
c6 3 £ h, R D
: - & I ¢ : =
g h h.,+h ;éclﬂ fla- f _ fi fl-lf
e 6 3 o é h, h g

=MATLAB- Befehl " diff(f)

L 6sung des Gleichungssystems mittels Cholesky-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen.

Fragen : - Eindeutige L 6sbarkeit ?
- Koeffizientenmatrix positiv definit ?

Lemma 7.19 : Ein Kriterium fir die Reqularitat von Matrizen

Gilt fur eine Matrix AT R™" mit a, =2 und én|aﬂ|£1 ,(i :L...,n),
g
soist A regulér und ||A'l||¥ £1.
Beweis: A A
a) Fur Vektoren W, zl R" mit w= Az bestimmtman i, | {1,...,n} so,

dass |z,,| = max|z| =[], -
n n
oo o, =l 2, 2 - [
- o
n .
3 2z |- égﬁ‘mi T Zi|g
1* o
3 (2-1|4, =4, b Eindeutigkeit

27
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b) Im homogenen linearen Gleichungssystem Az =0 ist:
[wl, =0P ||, =0P z=0P A regua

”A " =gqpl_I* " V\'1|¥ —sup

wo [l wo ||W||

£1 (wegen a) )

Folgerung 7.20 : Eindeutigkeit desinterpolierenden kubischen Splines
Duch Vorgabe von genau einer der Bedingungen i)-iii) ausBem. 7.15 ist jeweils ein interpolierender
kubischer Spline eindeutig bestimmt.

Bemerkung 7.21 : Konver genzeigenschaften kubischer Splines
Zum vollstandigen kubischen Spline ergibt sichdasLGS A,C, =b, mit

AT R 2 e =(c,,¢,.06,64) T R, by T R™

? wal- fO - f 9
e 2 1 0 ¢ hog hy ’ @
& 2 hl - g 6 gsefz' fl fy- fog
chy +hy h0.+hl - ¢ ho +h hy ho
A =6 . * by =€
g h—l 2 hl _ g 6 %flﬂ f| . f| - 1:| 1
é h..+h h_, +h H ¢h.,+h h, h.,
1 2 g 6 f " fl+1 fI 9
é . é R

mit f,"=f'(@) und f,,,"=f'(b).

Abschatzung far - max|c, - f"'(t))|
|

Idee: Einsetzenvon f"(t) in A,C, =D, und Abschétzung desResiduums I :=by - A, "
mit o= (F(t,), £ (t,) ..., F"(t,,))' T R*2.
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Satz 7.22 : Approximationsgiite der zweiten Ableitung
Mit den Bezeichnungen aus Bem. 7.21 gilt fur den vollstandigen (eingespannten) interpolierten kubischen Spline :

3
leo - foll £lroll M AP

D||¥

sofen f 1 C*[a,b] und |f4(t)|£ M mit (tT [a,b]) ist.

Satz 7.23 : Approximationsgiite vollstandiger kubischer Splines
Gegeben sei eine Funktion f T C*[a,b] mit " f (4)||¥ £M ,sowieenGitter D={a=t, <t, <...<t,,, = b}

max h
mit einer Konstanten K 3 2£E__

min h,

OZifl
Dann gibt es zum vollstandigen interpolierenden kubischen Spline S, Konstanten C,,C,,C,, C, die
von D und K unabhéngig sind , und fur diegilt :

FO() - 5, O£ C, oM =< AA"" (k=0123)

mit t1 [a,b] , sofern SD(k) in t definiert ist.

Folgerung 7.24 : GleichméaRige Konvergenz inter polierender Splines

Zu einer Gitterfolge (Dm )m30 mit || Dm" ® 0 und SUpM £ K <¥ konvergieren die vollstandigen
m, j i
interpolierenden kubischen Splines (SDm) gleichmaRigauf [a,b] gegen f1 C*[a,b] ,falls ||Dm||® 0.

m30

Ebenso konvergieren die Ableitungenvon S;,  gleichmaf3ig gegen die entsprechenden Ableitungen von f.

Bemerkung 7.25 : B -Splines

I+k-1

Statt der expliziten Berechnung der Splinekoeffizienten ist haufig eine Darstellung sy (t) = é a;B(t) miteiner
i=0

geeigneten Basis {BO, BBk 2 Bl+k-l} von S, mitKoeffizienten @; I R vorteilhaft.

Beispid :
- approximierender Spline S, (t,) » f, ,(i :0,1...,m) mit m>>|

A (5)- 1) ® mn

o

P a, asLosung eines Uberbestimmten linearen Gleichungssystems. (vgl. Bem. 4.8)

- Spline S, mit zusétzlichen Forderungen wie Nichtnegativitét , Monotonie , Konvexitét , ...



Definition : B -Splines
Zueiner Knotenfolge ...t 4ttt by mit t, £L (JT Z) und t, <t
heisst By, (1) =ty -t )t ot gt ]

i+r

t-t far t >t

. r-1 - r-1 =(t - ':1
mt f70) =(f.0))" @) =@-1),: 1o sonst

fy

e

i-ter Spline der Ordnung K .

/\

I Ty T Tz T3 Ty Ty

Beispiel :

1

B, (t) -.Hiitchenfunktion®

r=1:
i1for t >t
M) = (F,0))° =1
SO=(ROF = g
: 1 o fir t <t
|'ti+1'ti
r-1 | -0 ..
£ L] = fir t £t£L,,,
'|'ti+1'ti
; 0 —o fir t>t,,
1L -1,
Darstellung : Sp(t) = é a,B ()

Rekursive Berechnung :
Unter Verwendung der Produktregel fur dividierte Differenzen Newtonsche Darstellung des

Interpolationspolynomsvon f," *(t ) zu Stiitzstellen t .t ,,,....t

[ R

i+r

pa) =& (f 7Tt vt I -t %Xt -t )T P,

S=i

For tT[t,,...t..] kan f"'[t,,...t,..] numerischstabil askonvexe Linearkombination

von £, ?[t it isy] und £ Ctghent i, ] berechnet werden.
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For t<t, undfir t,,, <t falt f"'(@t) in [t,,t,,,] miteinem PolynomvomGrad £ - 1

zusammen B f," [t ...t ]=0

Ist ti <1:i+r-1 und ti+1 <ti+r ,sofolgt:

t-t, t, -t
Bi,r(t) :—Bi,r-l(t)-'-#BHl,r-l(t)' (*)

i+r-1 Ci i+r i+1

Zugegebenem t1 R gibt eshochstens I B-Splines B, (t): 0.
Sd | sogewdhlt,dass t1 [t;t;u] P B (#)=0 . fur i£j-r1 oder i3 j+1.

Schema:
0 0 0
0 0 0 78,34
0 0 ﬁB'” By 2 ... Usw.
U ?an |1375n4

Dj, //_3, Dl, //,/'101, 70 -4

Beispiel :
,(i=012,..), t=35ITt,t,] ,]j=3 (siehe*)

ivr | 1 | 2 | 3 | 4
0 0 0 0 1/48
1 0 0 18 23/48
2 0 12 3/4 23/48
3 1 12 18 1/48
4 0 0 0 0

5- 2 5- 35 151 151 _3 3_3

B,,(3.5) + 35)=—x—+—xX-=—+—-=—

T e B B S T s T 4

a,+23, +23, +a,
48

r=k=4: s35=3aB.35=

Bl],4 B1,4

Tl v Ty oy oy t
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Eigenschaften :
a) Nichtnegativitét B, ()20 , tI R

b) Lokaler Tréger supp B, T [t t.,.]
9 as,me1, tiRr

d) ZumGitter D ={'[i a=t <t <..<t,= b} betrachte die Knotenfolge

t =t o, =..=t =t ,:=t,=a
t, =t J(j=1..0)
tI+l :t|+2 = :t|+k = t|+1 = b

und dieB-Splines B_,,;, (t) , By, (1) 1 .oy B (1)

Satz: (Curry, Schoenberq)

|
Zu K =4 betrachte | +K Interpolationsbedingungen f; = aa, B (X;) (j=-k+1..1)
i=-k+l
p Lineares Gleichungssystem der Dimension | +K mit Bandmatrix der Breite K zur

Bestimmungvon a _,,4,...,a, .

Elemente der K oeffizientenmatrix : B, « (X;) ausobigem Rechenschema,

zweckmalig: X_ 4 <X o <...<X|.

Satz : (Schoenberg . Whitney)
Der interpolierende Spline ist genau dann eindeutig bestimmt , wenn By (X;)* 0 , (i =-k+1,...,1).

praktisch : fir k=4
a b
to t, t, ts tos
§65. & €64
(]

i

z.B. fir gerades K :
X =t 0 X =, ,(j =- %+1,...,- %H) d.ht,,..t

zusétzliche Interpol ationsbedingungen :
X a1 (tort) X T (6t ,(j :1,...,%-1)
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7.3 Trigonometrische | nter polation

Problemstellung : Interpolation periodische Daten durch trigonometrische Polynome

N =2n+1: (ungerade)

N _% 2 ( : o\ -

L -—%Fzm(t) -—7+_al a; cos( jt) + b, sin( jt))g R bedeutet: a;,b, T R
J:

N =2n: (gerade)

I

|

1

a, ot . _.\0 a i
T = F o0(t) =2 + €3 (a; cos( jt) + b, sin( jt))} 2+ = cos(nt)y
2 =1 z 2 b
Die komplexe Darstellung kommt ohne Fallunterscheidung aus :
i N-1 ) 0
T ={Fy®=ac, " ,clCy
) j=0 i/)
Die Ansatzfunktionen {lCOS(jt),Sin( jt)} bzw. {e‘“} sind linear unabhangig.
P Dielnterpolationsaufgabezu N Stiitzstellen (tk, fk) ,(k =01...,N- 1) ist eindeutig |6sbar.

Typische Aufgabenstellung :
Digitale Datenverarbeitung , Datenerfassung im festen Takt

2
P aquidistante Knoten , normiert auf t, = kx—p

Bemerkung 7.27 : Trigonometrische | nter polation auf dquidistantem Gitter

2
— 2p . — Ak — 'kWp . . . n —
Zu t, = kXW sind w, ;=€ =e N dieN-ten Einheitswurzeln (w,)" =1

Die Interpolationsbedingungen F  (t,) = f, ,(k =0,.,N- 1) bestimmen F  mit:

& W, W, w," Qgeco o gef0 )

2 N-1 N N
g:!. W, A Wl- _xg C; _:g .Iil _ ,(det 1 O)
(é Wy Wy 12 Wy 1N_15 ‘gCN 16 ng 16

Lemma 7.28 : Komplexe und re€lle trigonometrische Polynome

N-1 . “ R
Gilt fur das (komplexe) trigonometrische Polynom F  (t) = é Cje'Jt mt F ()] R,tl R, sogilt:
=0
Fol T mit a; =2Re(c;) =¢, +c,_; und b, =-2Im(c,) =i(c, - ¢_;)



Lemma 7.29 : Eigenschaften der Basisfunktionen
..2p N-1
1J— -
a) Fir die N-ten Einheitswurzeln W, :=e N gilt: é_ W, ka '=N s B
j=0

b) DieBasisfunktionen y t) = e™ der (komplexen) trigonometrischen Interpolation sind orthonormal

N-1
beziiglich des diskreten Skalarprodukts < f, g >:=%é (f (t) ><g(tj)) .dh. <y, y,>=d,, .
=0

Satz 7.30 : L 6sung der trigonometrischen Inter polationsaufgabe

Fir aquidistante Stiitzstellen t, = kW ist die Losung der trigonometrischen Interpolationsaufgabe F  (t,) = f,

gegeben durch ;
SRt 1%t ,
F.)=ace mit ¢, =—a fw,
j=0 N k=0
Bewes:
.
T S aXe,
[¢] le) 9
Fn(t|):a.cje”tI :aCj e N : - wegen tI :|£
i=0 j=0 12} N
T
-
Wleel ot 0. .
=ac—a fw, Hw, - C; eingesetzt
J':oeN k=0 1]
— 8" gl 5! j 19
- a fk N a Wk W| ~
j=0 j=0 ]
= - . - -k i _ I
= ao f>d,, -nach Lemma7.298) mitw, ' =w, ", w,' =w,
J:

Bemerkung 7.31 : Diskrete Fourier-Transformation

Fiir 2 - periodische Funktionen f 1 L?(R) erhlt man mit den Fourierkoeffizienten
2p

. 1 ) ;
f(i)=— Of (H)e "dt il z
(i) 2IOg)() ]

die abgebrochene Fourier-Reihe  f (t) = f( je .

J

I QJOJ
E

Setztmanfir N=2n+1: C; =Cy , j =1..,n ,soist

j
'\é_l tk On "t
— ijt, — ij
FN(tk)_aCje _aCJek'
i=0 j=n



g 2p N1
Approximiert man - (g(t)dt » —
0 N k=0

9(t)

gltp) /

tgt tp t 3 27

. N-1 ) N-1 .
soergibt sich : f(j)»%é f(t)e"" :%é fw, ' =c; (letzter Schritt nach 7.30)
k=0

J
k=0

N-1

DieAbbildung Fy, :C" ® CN mit (fk)k=0 > (C]- )T:ol aus Satz 7.30 heif3t Diskrete Fourier-Transformation.

Die Umkehrabbildung F), ™" : (CJ- ):\‘:01 ® (fk )'::01 hei 3t inverse DFT oder Fourier-Synthese.

i )
%efk =8 cw, (k=01.,N-1)7
=0 [}

Anwendung in der Signalverarbeitung :
Elimination hochfrequenter Komponenten , die haufig durch Messfehler verfélscht (Messrauschen) und darlber hinaus
die praktische Anwendung oft nicht relevant ist.

~Abschneiden” hoher Frequenzen bei Hinzunahme der ersten jmax Frequenzen :

- j e
f = gcjwjk +Q Cy Wy , (k=04,..,N-1)
j=0 =1

Ist das Eingangssignal mit der Frequenz  f abgetastet , so enthalt das Ausgangssignal alle Frequenzen

input
bis f, '—jﬂxf
N

output " input -

2

Matlab-Befehle : fft , ifft

Bemerkung 7.32 : Schnelle Fourier-Transfor mation (FET)

Problem : Standard-Algorithmus zur Auswertung von F, oder FN'l erfordert O(N?) Rechenoperationen.
(Matrix-V ektor-Multiplikation)

Algorithmus: Cooley-Tuckey :

.2p
20
S N=2M geradeund w=e N .



N-1 M-1 M-1
) . o . o o]
Dann gilt far a;= a kak' ay=a gkal und ayu,y=a thkI
k=0 k=0 k=0

2 k

mit M Z% und X :=wW* und g, = f,+f,,, und h, :=(fk- fk+M)>‘W

Mit 2M Additionen und 2M Multiplikationen (W* ® W =ww* , h =(..)w")
wird die Berechnung von N Summen der Lange N zuriickgefuhrt auf 2M = N Summen der

N
Lange M =— .
J 2

Die rekursive Anwendung ist besonders einfach fir N = 2P
b

Der Aufwand zur Berechnungvon a,,a,,...,8,.; (Analyseoder Synthese)

betragt 2N log, N Multiplikationen.

Fir N =8192 ist O(n?) » 64X0° und 2N log, N » 10° .

Speicherschema :
wiinschenswert : Uberspeicherung von ( f, ) durch (a j ) ohne aufwendigen Komponententausch , jedoch

unter Beibehaltung der einfachen Termstruktur fir @, und a ;.

Problem : Einfaches Uberspeichern tauscht Komponenten.
Losung : “Bit-Reversal” — Reihenfolge der Bits umdrehen

k Kol N=8® M=4| N=4® M =2 K et
0 000 0 0 000
1 001 2 4 100
2 010 4 2 010
3 011 6 6 110
4 100 1 1 001
5 101 3 5 101
6 110 5 3 011
7 111 7 7 111
. ooast 08t | 0
Permutation S :{01,..,N-1 ® {01,..,N-1} mit s ca a2 T=q ay 2 a1 {03
el=0 g 1=

Einfache Implementierung durch Bit-Manipul ationen.



Algorithmus 7.33 : Schnelle Fourier-Transfor mation (FFT)
i2p .i2p
Sei N=2P undw=eN oderw=e N,

Eingabe: f,, f,,..., fy, 1 C

Ausgabe : ao,al,...,aN_li C mit a; = '\gl fkwkj
Algorithmus: 0
N, =n; 72 =W;
while N, >1 do
M, =N,/2
for ] =0:(N/N,y-1) do
= XN, ;
for K=0:(M,q-1) do <-g’'sund h’s ausrechnen
a= fi, + f|+k+Mred ;
fracemy = (Fran - f|+k+M,ed)ka§
fi=a;

endfor;
endfor;

Nred = Mred;
z:=7%
endwhile;
foo- K=0:(N-1J
g = fi

Die FFT ist typisches Beispiel eines’divide-and-conquer’ — Algorithmus.
(Ist in Signal prozessoren hardwaremaf3ig implementiert.)

Bem. 7.34 : Auswertung trigonometrischer Polynome

n n
Auswertung von é a; cos(jt) é b, sn( jt) 2
=1 =1

Fal t=t,_ D iFFT (Synthese)
Fal t2t,

Algorithmus von Goertzel :

Far t1 rp , (r =0,£1,%2,...) berechnensich
1 %! . . .
Uj::_—é Y >en((k- j+1)>¢) ,(j=1..,n-1)
snt 2

n-1 n-1
mit U, >@nt= é Y 9n(kt) und U, xcost-U, = é Y, cos(kt)  rekursiv aus:
k=1 k=1
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U,=y +2U,, xost-U,, ,(J=n-1n-2..)

mit den zusétzlich initialisierten U, =U_ =0

n

Vorteil : Statt (n-1)mal muss der Winkelausdruck nur 1mal ausgewertet werden.
Nachteil : Obige Drei-Term-Rekursion ist numerisch instabil fir |t| <<1:

Fiir |t| <<1 ist die Verwendung von COSt in der rekursiven Berechnung der U ; mittels
der Drei-Term-Rekursion nachteilig. (vgl. Bsp. 3.32 Numerik 1)
Relative Fenler O(U) in € = COSt entsprechen einem absoluten Fehler O(U) in t , hingegen

entspricht einem relativen Fehler O(u) in t ein absoluter Fehler O(u >1I|) <<O(u) int.

P Verwendung von cost fir |t| <<]1 vermeiden!

P Verbesserung : gekoppelte Zwei-Term-Rekursion :

Algorithmus von Reinsch

Fal cost>0:
U, =0
DU, :=0

for j=n-1:-1:0
U,=U,,+DU

j+1

DU, =y, +DU,, 4sn2§£9>u *)
29
endfor
Fdl cost£0:
Un+1 = O
DU, =0

foo j=n-1:-1:0
U,=-U,,+DU

i+
DU, =y, - DU, +4cos’B 00

e2g
endfor

beachte : Der Winkelausdruck muss nur 1mal berechnet werden

b

n-1

a yedn(kt)=U, snt

k=1

o ;I; an 8‘1— fur cost>01

é y, cos(kt) = DU, +2>4 aetﬂ y>U

k=1 % cos’ g—— fir cost £ Ol
29



Begrundung fur (*) :
DU,-DU,,,=U,-U,,

'(Uj+1'Uj+2) =Uj+Uj+2'2Uj+1
Goertzel
= y;+2(cost- ),
=Y, + 286 cosq—+ 19- 10>U
§7% 20 5
=y, +2 coszg—g- s‘n28‘19- 9>U "
g €29 20 g
-y, +2§3- an2B 8. o028 0 12w
€209 e2g 4

= yj +2§ ZS'nZQ——Q%UHl
2 oy
=y - 45|n285£9>uJ+1

8. Numerische I ntegration redler Funktionen

Problemstellung :
geg.: f :[a, b]® R stiickweise stetig

b
ges.: Naherung fur | (f):=12(f) = Of (t)dt

Beispiel : Trapezregel

o

£ f 7
| ()
| a b

t

Berechnung numerischer Integrale = Quadratur / Quadraturformel

Idee:
b

Ersetze f durch eine, einfachere® Funktion f und verwende | 2 (f)» Of (t)dt

a

wobei f einelnterpolationvon f ist, durch Polynome, Splines, ...
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Eigenschaften von | () :

a) Linearitét - I(af +bg) =a:I(f)+b:1(g)
b) Positivitét f30P I(f)30
c) Additivitat CIS(E)+12(F)=12(f)  fureincl (a,b)

Bem 8.2 : Kondition der Quadratur

b b b b

Wegen (Y f +d)dt- Of dt|=|cs; (t) dt| £ dﬂf (t)|dt =||df||1 hat die Auswertung
S _ )

von | (f) bzgl. der L;-Norm die Kondition K, =1 und K, = m .

In Analogie zur Ausldschung bei Subtraktion zweier annahernd gleichgrof3er Zahlen ist der kritische Fall
durch (stark) oszillierende Funktionen f gegeben.

8.1 Newton-Cotes-Quadratur

Bem 8.3 : Zusammengesetzte Trapezregel bzw. Trapezsummen
Giter D={a=t, <t, <..<t, =b} mitSchrittweiten h, :=t,,, - t, ,(i=0,.,n- 1)
o Bt f(t) + f(t
|§(f) »T( ) = é hi « ( |) 5 ( |+1)
i=0

hyg——

|_hi-2_ hi_

2 tin

£ max f(t) istdieFolgeder T™ nach oben und unten durch
LELE 4

die Riemannschen Ober- bzw. Untersummen beschrankt.
P Konvergenzfir f 1 C[a, b]

: ft)+f(t.,)
Wegen | min (1) £

ti i+l

Definition 8.4 : Quadraturformeln

n
Gegeben seien t,,...,t, | [a, b] (=Knoten) und die zugehérigen Gewichte W, ,...,W, | R mit é_ w=1.
i=0

- n

Dann heisst | (f):=(b- a) >é w f (t;) Quadraturformel zur numerischen Berechnungvon 12(f) .
i=0

Eine Quadraturformel heisst positiv , fallsalle W, >0 .

Bem 8.5 : Interpolation und Quadratur
Idee: Approximiere f durch ein Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen tysenl, | [a, b].




Und zwar mit den Lagrangeschen Basispolynomen :

- n
fO»fM=a fe)L" .
i=0

Z.B. Trapezregel auf einem Teilintervall = lineare Interpolation

Ergebnis:

n

()= |(F)=@F(t)dt =_a§f(t)xd,(”>(t)dt— =aw f(t)

mit W, 1= bixd_(”)(t) dt

Eigenfchaften:
Ip)=1() .(pPTP,)

Sind N +1 paarweise verschiedene Knoten t,...,t, 1 [a, b] gegeben , so bestimmt die

n
Bedingung | (p) = I (p) eindeutig die Gewichte der Quadraturformel (b - a) ><é w; f (t;) . denndurch

i=0
Einsetzen der Lagrangeschen Basispolynomefolgt :
b
"ma  =1L0)=T(L,")= o a)>a wL, ()
a

=(b- a)xén wd; ; = (b- a)w, (] =0,..,n)

Bem. 8.6 : Newton-Cotes-Formeln

Idee:  Wahle Stiitzstellen t,,...,t,, quidistant in [a,b].
b

Newton-Cotes-Formeln :

tza+ie=® (=01

n

() =(b- a)xawf(t)—(b a)>ﬁwfga+|xbn_a9
i=0 i=0 a
Newton-Cotes-Gewichte :

e S

5
b Q _ 1 - n A -
i 1 (‘)%O t- (a+ jxh) _1, s !ds
b a 8,0(a+|>¢h) (a+J><h)_ Ngjo i -
jri
mit der Schrittweite h : —E und S:=t_—a. ,g%s=1dt=idt9
n é h b-a g
Beispiele :
n W Name Fehler
1 V2,12 Trapezregel he
510
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2 16, 2/3,1/6 Keplersche Fassregel h®
— f (4)(1 )
90

3 1/8,3/8,3/8,1/8 Newtonsche 3/8-Regel 3h°
80 ' "o

n=1: tu tl
n=2: tg t ty
n=1: Trapez

n=21: guadratisches Interpolationspolynom

Jeweils mit einemvon f,a und b abhangigent 1 [a,b].

Die Positivitét ist garantiert fur N£ 7 ; ab N =8 auch negative Gewichte.

Lemma 8.7 : Mittelwertsatz in Integralform
Se g,hl C[a,b].
Hat g auf [a,b] stets in und dasselbe Vorzeichen, d.h. g(t) 3 O oder g(t) £0 fur t1 [a,b] ,
b

sogibteseint T [a,b] mit Ght)g(t) dt = htt ) >xCp(t) dt .

Lemma 8.8 : Approximationsfehler der Trapezregel
sé f1 C2[ab] und h:=b- a.
Dann gibt esein t ] [a, b] , S0 dass sich der Approximationsfehler der

_ ) b 3
Trapezregel | () =T:=b—2a(f(a)+ f(b)) darstellenlasstals: T - Of (t) dt :%f"(t).

Lemma 8.9 : Approximationsfehler der K epler schen Fassregel

b-ag (a) +4fcafa+ b9, (b)2 ist fir beliebige
6 % e 7] 17}

DieKeplersche Fassregel S =

Polynome p 1 P, exakt.
b

5
1st f1 C“[a, b] , s0 | asst sich der Approximationsfehler darstellenals: S- Of (t) dt :% fO%)

a

mit h::b_ a

und t 1 [a,b] .

Lemma 8.10 : Approximationsfehler der zusammengesetzten Trapezr egel

Zu &quidistanten Stitzstellen t. =a+i*h (i =0,...,n) ,hi=——

4?2



sei T :=g(f(ti)+ f(ti+1)) die Trapezregel auf [ti,ti+1 :

Der Approximationsfenler T (h) = é T = + é f(a+i ><h)9
i=0 n e 2 i=1 7]

Bl b-a af @)+ f(b) %*
£ @)+ f(b)

b 2

lasstsichfur f1 C?[a,b] darstellenas: T(h) - Of (t) dt=:—2(b- a)f't)

miteinem t 1 [a,b] .

8.2 Gaul3-Christoffel-Quadratur
Bem 8.11 : Problemstellung :

Wie sind fiir vorgegebene n1 N die n+1 Knoten to(n) ,tl(n),...,tn(n) zu wahlen , damit man
- n
Gewichte Wo(n) ,Wl(n) ,...,Wn(n) fur die Quadraturformel | (f):= é (Wi(”) xf (ti(n) )) angeben kann ,
i=0

welcheallePolynome p T P mit moglichst grokem NT N exakt integriert (|~n (P)=I1(p )) ?

Hypothese :
N =2n+1 moglich, da 2n+2 freie Parameter t,"” ,w ™ (i=01..n)

Analytischer Rahmen :

b
L(f) = Qv(t) f(t) dt gewichtete Integrale

b
W(t) >0 so, dassdieFolgeder Momente M) := (M) % dt existiert und beschrankt bleibt.

a

(Zulsssigistaucha =- ¥ ,b = +¥)

Beispiele:
w(t) NS e et 1
mtenvall [a,b] | [-11 | [0o¥) | (¥¥) | [11

Lemma 8.12 : Orthogonalitét von Knotenpolynomen
Ist fiir jedes K £ N die Quadraturformel |, fir alle Polynome p1 P, ., exakt,dh. I, (p) =1(p) .,
sosinddie Polynome {P,, P,...,P.} mit P (t):= (t - to(k)xt - tl(k))..(t - tk(k))i P, ,(k = 0,...,n)
b
orthogonal beziiglich desvon W induzierten Skalarprodukts < f, g >:= Cyv(t) f (t) g(t) dt .

a




Lemma 8.13 : Eigenschaften von Orthogonalpolynomen
b

a) Zueinem gegebenen Skalarprodukt < f, g >:= Cyv(t) f () g(t) dt gibt esgenau dann eine

a

Familie {PO, P Pn} von Polynomen P, T P, mit fihrenden Koeffizienten =1 und
<P,R >=d, x<B,R >.

Beweis : Gram Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren angewendet auf {l, t,t%,..., t”}
(wobei die Normierung entfallt)

b) Jedesdieser Polynome B, hat genau K einfache Nullstellen in (a,b).

Lemma 8.14 : Gewichte der GaulF-Quadraturformeln
Seien to(n) ,...,tn(n) die Nullstellen des (N + 1) -ten Orthogonal polynoms P

n+l*

- n
Dann gilt fir jede Quadraturformel |, (f) = aw"f (ti(”)):
i=0

b
V\/i(n) - (\)N(t)l_i(n)(t) dt '(| :O,___,n) U | istexakt auf Pn

n

I, istexaktauf P, .,

n

Satz 8.15 : GauR-Christoffel-Quadratur
a) Esexistieren eindeutig bestimmte Knoten to(n) yeeny

™ und Gewichte Wo(n),...,W ™

h , sodassdie

n

_ n
Quadraturformel 1,(f) =& w™ f (ti(n)) Polynome biszum Grad 2n+1 exakt integriert , d.h.
i=0

b
I,(p) = OMt) p(t) dt pl P, - d.h. die obige Hypothese gilt

b) DieKnoten to(n) ,...,tn(n) sind die Nullstellen des (N + 1) -ten Orthogonal polynoms P, bzgl. der
b
Gewichtsfunktion W(t) und die Gewichte ergeben sich aus Wi(n) = (‘)N(t)Li(n) (t) dt mitden
a

Lagrangeschen Basispolynomen Li(n) (t) ,(i=0L..,n).

c) DieGewichte W' sind positiv , d.h. die Quadraturformel |,

! ist positiv.
<P,P >
d) Esgilt: w = , nn 7

| I:)n+1l (t| ™ )xPn (tl © )

Def. 8.16 : Gaul3-Christoffel-Quadratur
Die nach Satz 8.15 eindeutig bestimmten positiven Quadraturformeln |, heiRen GauR-Christoffel-Formeln
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zum Gewicht W.

Satz 8.17 : Approximationsfehler der GCQ
Furjedes f1 C?™2 [a, b] lasst sich der Approximationsfehler der GCQ ausdriicken durch :

b - .I:(2n+2)(t) R
OV (1) dt - In(f)=m><< P..P.> freint T [a,b].

Beispiel 8.18: Gauly-Tschebyscheff-Quadr atur

1 -
w(t) = th (-19
1- t?

Diein Bemerkung 5.12.c) eingefiihrten Tschebscheff-Polynome T, = cosk >arccost A1 [- 1]
1
f@®ogl(t

sind orthogonal bzgl. < f, g >:= OMdt , denn
14/1- t?

LT ()T (1) %~ dn x>cos(kx) xcos( jX)

. dt = ¢ : dx (t=cosx b dt=-sn xdx)

R S

) ip Lfdls k=j=0
= (pos(ky) >cos( %) dx =P/ falls k=] >0
0 10 songt

Die Tschebyscheff-Knoten t; ™ ergeben sich als Nullstellen der Orthogonal polynome

1 (n) %2 +1 0 .
P.(t)=—T _(t S = ht ,1=01...,n *
n+1( ) 2n n+1( ) u tl Cosgzn +2p p ( ) ( )

Gewichte fir N >0 nach Satz 8.15.d) :

el 0
™ _ 1 1\%2n 1Tn(t)jﬂ &
ES ) W 4y e
2P
- 2
Tn+ll (tl © )XTn (tl " )

-1
Mit T, (t) T (t) = - dn( n+1) »xarccost XN+ 1) x——— >cosn >xarccost folgt :
' V1- t2

an(( n+1)x) : cos(nx)

A=
o (t = cosx)

=(n+])



an((2n+1)x) - cos((n+1)x) :9n( nx)
an x
an((2n+2)x):cosx- cos((2n+ 2)x):9n x- cos((n+1)x):9n( nx)
an x

= (n+1

=(n+)

- gn((2n+2)x)=0

- cos((n+1)x) = cosge?i +l
e

- cos((2n+2)x) =cos((2 +1p) = -

Einsetzenvon X =

p2=0
2

m__P
n+1

P w

Ergebnis der Gaul'S—Tschebyscheff-Quadratur :
| (f) (n)f((n)) ‘9 gj el +1 00 l\ f(t)

»

O———dt
“e2n+2" @ 1t

i= 0

Approximationsfehler :
1
5 1O g I (f)= P xf 22 (¢ ) fureint 1 [- 11].

Onc 27 {20+ 2)!
Desweiteren :
1 ,.2
< I:)n+1’|:)n+1 B _9
2 82"g

Bem. 8.19 : Typische GauR-Christoffel-Quadraturformeln

w(t) Intervall [a,b] orthogonal es Polynomsystem
1

[' ll] Tschebyscheff-Polynome T,

V1- t2 "
et [O,¥) Laguerre-Polynome L,
et (- ¥,¥) Hermite-Polynome H
1 [- ll] Legendre-Polynome P,

Vorteile :

Sehr hohe Approximationsordnung fiir sehr glatte Integranden schon bei geringer Knotenzahl , auch fir
singulére Integranden und/oder unendliche Integrationsintervalle.

Nachteile :
- Im Allgemeinen aufwendige Berechnung der Knoten und Gewichte durch Berechnung der orthogonalen

Polynome oder anschliessende Nullstellen-Bestimmung.
- Erhéht man zur Verringerung des Approximationsfehlers die Zahl der Knoten , so sind i.A. sémtliche

Funktionswerte f (ti ™) heu zu berechnen.



8.3 Extrapolationsverfahren , Romberg-Quadr atur

Beispiel 8.20: Simpsonregel

Berechnung zweier Naherungswerte T(h) und ngg mit der zusammengesetzten Trapezregel.
ecg
(vgl. Bem. 8.3 und Lemma 8.10)

h
1) T
f
t
a <—%+ h
——h ——
~ h h
T(h)= Sf@- hxf(a+h)+ .. + 10
26 h h hg h h
Tc—== —f(a)+ —fea+—=+ —fla+h)+ .. +—f(b
gZz 4() 282@2() 4()

T(h) =1 (f)+ﬁ(b- a)xtt,)

aeho h® f 1 O
TER= () + gl @< g

Ist f "(‘[ h)» f"?D/Q , SO ergibt sich eine sehr viel genauere Naherung mit der Simpsonregel :

0180, Egﬁg——- T(h)2

e2g e2g 38 e2g 17}
Esgilt :

e h oh 2= hg h h

—* =—f(@+— fca+=*+—fla+h)+..+=f(b

X5 6()382,2,3( )+ 5 ®
%-l P . v ae . O
-3's mit S ::ng(a+|h)+4xf§%+8‘?+19h§+f(a+(| EVDE
% 6 e 20¢ g

a7



a+(i+1)h

S» Of(t)dt Keplersche Fassregel

1
a+ih

b
S(h) » Of (t) dt Simpsonregel

b 4
X h -
Ammnummwﬂn%mw1am-ouomzﬂﬁm-mw“ws)mmmmug(am.

P Fehleri.A. viel kleiner als bei Tg%g , keine zusétzlichen Auswertungen von f erforderlich.
ecg

S%%g ergibt sich durch Auswertung des linearen Interpol ationspolynoms p (S)
€ecg

durch (h,T(h)) und ?‘E,nggg fir S=0.  (Extrapolationsverfahren)
€< ay

Satz 8.21 : Euler -Macl aurinsche Summenfor mel
|ag|cm0hﬂ  sogilt:

(}J(t) dt = g(0) +g(@) +§ 2% >(g(2k-1) ©)- g(2k-1)(1))_ B,io g™ )

2 wa (2K)! (2m+2)!
miteinemt 1 (0)).
Hierei bezeichnet B, die Bernoullizahlen B, (0) mit
B.(Y=x- > wd By (9= (k+DB () (k29
1 1 1 1
B.B==, B,=— , Bp=— , By=-— ABy ~ (2k)! fir kK® ¥
z 275 + 730 5~ 10 8 30 ( 2~ (2K) )

Folgerung 8.22 : h? -Entwicklung des Approximationsfehler der zusammengesetzten Trapezregel

a
Unterteilt man [a,b] aquidistantin N Teilintervalle der Lange h = S0 eruibt dewiederholte

Anwendung von Satz 8.21
B B
T(h f (t) dt + h2k x—2k_ f Dy f @D ()] 4 [2m*2 ame2 i @m+2)
(h) = o() 8 P A1) 1O @) g )
R

2
Fehlersiehe h— ,oben ﬁ
12 2

miteinem t T (a,b)

1

1
Beweis : Ausgehend von fortlaufender partieller Integration : Qp(t) dt = By (t) ><g(t)|(1) - B.()xg'(t) dt ... usw.
0 0



Bem. 8.23 : Asymptotische Entwicklung
Ein Naherungsverfahren T (h) zur Berechnung einer GroRe t , besitzt eine asymptotische Entwicklung

in h? biszur Ordnung p:m |, fallsesKonstanten C Czp,C3p,...,Cmp gibt , so dass gilt :
T(h) =t,+C,h" +C,,h?* +..+C,h™ +0(h™?) . (h® 0)

Die zusammengesetzte Trapezregel hat fir Funktionen f 1 C2m+2[a, b] eine asymptotische
Entwicklungin h? biszur Ordnung 2m. (vgl. Folgerung 8.22)

Bem. 8.24 : Extrapolationsverfahren
Ansatz : Auswertung von T (h) fir K verschiedene Schrittweiten h=h_,,, , h=h_.,,, , .. , h
und Bestimmung des I nterpol ationspolynoms Piki P, zuden K stiitzpunkten

(. a” T ™)) (2T 00™))

Naherungswert: |(f) » T, =P, (0) ,(k=1...,i)

I
=

Auswertung von P, (0) mittels Neville-Schema (vgl. Bem. 7.5) :

T,=T(h)
Too- T,
T :Ti,k—1+—lplkl (k=2,...,1)
a\ k+1g -1
g h g
Extrapolationstabelle :
T11
T21 ® Tzz
®
T, ® T, ® T

Satz 8.25 : Approximationsfehler des Extrapolationsverfahrens
Sa T (h) ein Verfahren mit einer asymptotischen Entwicklungin h® bis zur Ordnung m: p.

Fur die Fehler der Extrapolationswerte T, zu den paarweise voneinander verschiedenen
Schrittweiten h,,..., h.. gilt:

|Tik-t0|:|Ckp|>hi-k+l S ><h + aO( (k+1)p) J(k=1L..,iEm |, hj£h® 0)

j=i- k+1



Lemma 8.26 : Eigenschaften der L agrangeschen Basispolynome

Fir die Lagrangeschen Basispolynome L j(n) ,(J =01,...,n)  zuden paarweise voneinander
] i1 firr =0
verschiedenen Stitzstellen ty,t,,...,t, gilt: é Lj(n) ©) >¢jr) =i O firr=1...,n
o .
|

bED "ttt firr=n+1
Bewels:

P(t) =t" ist Interpolationspolynom zu den Stiitzpunkten ('[0 ,'[0r ), ('[l,'[lr ),...,( n,'[nr )

furr =0,1...,n.
¢ ) o (n r o
P Pt)=t" =g (LJ- (t)>P(t; ))2 a (Li (t) %, ) und damit die Behauptung
j=0 j=0
fir r £ N durch Einsetzenvont =0.
MR- )
Zu r =n+1 betrachtet man q(t) :=t™" - q (L]- (1) %, )I P
i=0

Das Polynom ( hat den fuhrenden Koeffizienten 1 und Nullstellen 1,1, ,...,T |
P q(t) =(t- ty)(t-t)..(t-t,) und firr Einsetzenvon t =0 gilt :
(;I (n) +1
4 (L"©0%,")=-q0 = (-1,
j=0

g.ed.

Algorithmus 8.27 : Extrapolationsverfahren
geg..  Grundschrittweite H

Schritt 1: wéhle Schrittweiten hy,h,,...  mit h; :F ,(N;,,>N;) undsetze i =1
j
Schritt 2: Berechne T,, =T(h,)
Schritt 3: Berechne T,,,..., T;; mit dem Schemavon Neville:
T -T
Tik :Ti 1 + ik-1 i-1k-1
k- P
& n g 1
N @
Schritt 4: Abbruch , falls T,; ausreichend genauoder i 3 i,

Sonst i:=i+1 und gehe zu Schritt 2

Die Anwendung dieses Algorithmus auf die zusammengesetzte Trapezregel heil3t Romber g-Quadratur .

Wie sind die Schrittweiten und Abbruchkriterien zu wahlen ?

Bem. 8.28 : Romberg-Quadratur
Aufwand : A, ... Anzahl der zur Berechnung von T, benétigten Funktionsauswertungen
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Aufwandsfolge A={A,A,,..} zurFolge F ={n,,n,,..} mit0<n <n, <..

Rombergfolge :
Fr ={124816,.} .(n =2"?)

A:={235917..} .(A =n +1)

hee 'S : 0 J .
T(h)y =-gf(@+2g f(a+2jh)+f(b)z +hxg f(a+(2j- Dh)
2 j=1 17} j=1
Summanden zu denungeradenIndizes

Summanden zu den geradzahligen Indizes

:%T (2h)  +hxq f(a+(2j- Dh) mnh:=zi
— n

neu zu berechnen =1

bleibt wiezuvor

Tt :%Tu +h, xé f(@a+(2j-1)*,,) mith :=% und n, =2
i=1 :

A
Esgilt: T, =H xq | i mit positiven Gewichten | ;
j=1
Bulirschfolge:
Fs ={1,2,34,6812,16,24,...} Doppeltes des Vorvorgangers bzw. :
1 fdlsi=1

]
n=r 2 fdls i = 2k
130! fdlsi=2k+1>1

i1

N

i=2

vz

i=3

H
4

i=4

H
6

=5
A ={2,357,913..}

Der Aufwand wéchst langsamer als fiir die Rombergfolge , jedoch treten fir K 3 3 negative

Gewichte | ; in T, auf.

Harmonische Folge :

F, ={12,3456,..} (n =)
A, ={2357111319,..}

Zur Quadratur ungeeignet , dabei der Berechnung von T,; kaum auf bereits zuvor berechnete
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Funktionswerte von f zuriickgegriffen werden kann.

Jedoch sehr gut geeignet fur Probleme , bei denen A, weitgehend unabhangig von N, N, ,..., N, ; ist.

(Beispiel : Extrapolationsverfahren fiir Anfangswertprobleme gewoéhnlicher Differentialgleichungen)

Beispiel. 8.29 : Nadelimpuls

1
1
(1) = g
Y O4+t2

ot
t
-1 1
Rombergfolge :

o [T 1)

K A T )
(relativer Fehler)

1 2 1.998 0.99 (99%)
2 3 13334.0 42.0 (4200%)
3 5 2627.7 7.6
4 9 1551.9 4.0
8 129 293.01 0.061
13 4097 312.16 1.140°

Dieselbe Fehlergenauigkeit erhdlt man mit TRAPEX (extrapolierende Trapezregel — siehe Deuflhard)
mit 321 Funktions-Auswertungen.

Problem : Hoher Rechenaufwand der klassischen Romberg-Quadratur
Ausweq :
i Zerlege [-1,1] in Teilintervalle [a,,a,,] mt a=a, <a, <..<a, =b

l\(l)—l
b I(f)y=a 1= (f)
=1

i) Approximiere | : *(f) mittels Romberg-Quadratur

Tkk ® Tk(i),k(i)
unterschiedliche Tiefe der Extrapolationsschematain den einzelnen Teilintervallen

Adaptiver Algorithmus :
Bestimme &; und K(i) wahrend der Berechnung automatisch so , dass bei moglichst niedrigem
Gesamtrechenaufwand der Fehler unterhalb einer vorgesehenen Genauigkeitsschranke TOL bleibt.

Grundprinzip :
Gleichverteilung des Fehlers, d.h. Bestimmung der @, so, dassjedes der N Teilintervalle einen

annahernd gleich grof3en Beitrag zum Gesamtfehler |eistet.
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Eehler schatzer :
ai+1

Benttigt wird ein moglichst guter Schatzwert fir |Tkk - |(f)| bzw. fir [Ty - OF (O dt
g

(, d.h. for jedes Intervall.)

H

Obere und untere Schranke fiir den tatsichlichen Fehler , zumindest asymptotisch fir — ® 0.
Ny

Aus Satz 8.25 folgt :

|Tkk - |(f)| = |C2k| >hlZ x---"hk.lzhkz +ék.O(hj 2(k+1))

j=1

K
|Tk,k-1 - |(f)| :|C2(k-1)|><|"|22 ><...>‘hk_12hk2 +é, O(h.z(k+1))

j
j=2
(Der zweite Summand wird verschwindend klein und wird nicht betrachtet.)

Fur ausreichend kleine Schranken (hl << 1) und Konstanten |C2k| » |C2(k—1)| gilt:
[T = 1(F)| <<[Tser - 1(F)) , also ist wegen
Tercr = 1O M = HCO ETees - T EfTsen - 1]+ [T - 1(F)]

b
|Tk,k—1 - Tkk| ist ein guter Schatzwert fur T, | ;.

Beachte :
Man schétzt unter Verwendungvon T, , und T, denFehlervon T, , ,verwendetjedoch

anschliefend den im Allgemeinen genaueren Naherungswert T, fur ().

Algorithmus 8.27 Schritt 4 lautet somit:  Abbruch, falls |'I'i’i_1 - Tii| £TOL oder i3 i,

9. Numerische L 6sunqg nichtlinear er Gleichungssysteme

geg.: F:D® R" miteiner offenenMenge D1 R"
ges.: {xX:F(x)=0}

Spezidfélle :
a) F istlinear

F(X)=Ax-b

P Losungvon AX- b=0  (vgl. Kapitel 2, L6sen von linearen Gleichungssystemen®)
by n=1

Nullstellen einer nichtlinearen reellen Funktion



Qualitativer Unterschied zu linearen Gleichungssystemen :
Eindeutigkeit der Lésung von F(X) =0 kannim Allgemeinen nur lokal in einer Umgebung einer

Nullstelle X von F garantiert werden , z.B. mit dem Satz Uber die Implizite Funktion.

Hinreichende Bedingung :

&, 0 g, o
g 2‘ cTx X, =

F :9 . ist stetig differenzierbar und die Jacobimatrix FX =¢ : © = istregular.
¢ < o, M
fno g‘ﬂx1 ™, o

9.1 Nichtlinear e Gleichungssysteme und Fixpunktiteration

Fixpunktgleichungen F (X) = X sind spezielle nichtlineare Gleichungssysteme F(X) =0 mit
F(x):=F(x)- x.

Idee:
Iterative Bestimmung des Fixpunktes mittels Fixpunktiteration

X = F (%) (k2 0)

fiir einen geeigneten Startwert X, 1 R".

(Wieistdie Funktion F und der Startwert X, zu bestimmen ?)

Umgekehrt 13sst sich jedes nichtlineare Gleichungssystem F(X) =0 als Fixpunktgleichung F (X) = X
schreiben.
zB. mit F (X):=X- A xF(X) miteiner beliebigen regularen Matrix Al R"".

F(X)=0 U F(X)=x

Beispiel 9.3 : Fixpunktiteration zur L 6sung nichtlinearer Gleichungen

Gesucht: x T 80,22 mit f(x)=0.
e 2¢9
Naheliegende Fixpunktgleichungen :
1 .
a) =Etanx=:1 (X

by X =actan(2x) =j ,(X)



K] % =006 | Xea = 0(%)

0 1.2 1.2

1 1.2860 1.1760

2 1.70>p /2 1.1687
divergent

6 1.1655

7 1.1655

Definition 9.4 : Kontrahierende Abbildung

sé D1 R" eneoffeneMengeund F :D ® R". ( D =Abschlussvon D )
Die Abbildung F heift kontrahierend auf D, wenn es eine Konstante @ 1 [0,1) gibt mit
IF(9- F(nl£aAx- ] (x.y1 D)

Lemma 9.5 : Stetig differenzierbare kontrahierende Abbildung
Séd DI R" einekonvexe, offeneMengeund F : D ® R" stetig differenzierbar.
Existiert @ :=sUp|F  (X)|| undist & <1 ,soist F kontrahierendauf D .
XD

Satz 9.6 : Banachscher Fixpunktsatz

sé EI R" kompaktund F : E® E kontrahierend mit einer Lipschitz-Konstantena <1.
Dann gilt :

a) F hatgenaueinen Fixpunkt X in E ,dh. F(X) =X .
b) Fur jeden Startwert XOT E konvergiert die Fixpunktiteration X,,, = F (Xk) gegen X und esqilt:

i)

X - X " £%4|X1 - X0|| (‘apriori-Fehlerschranke)

i) ”X = X E%ﬂxkﬂ- Xk” (‘aposteriori-Fehlerschranke )

Bem. 9.7 : praktische Aspekte der Fixpunktiteration
a) Bestimmung einer N&herung fur a

a-priori : Fir stetig differenzierbares F eine obere Schranke fiir ||F X|| berechnen.
a-posteriori : Xz = Kiar = F (Xk+1) -F (Xk)
||Xk+2 - Xk+1

P a»a, mit a, = ||Xk X "
+1 k

b) Abbruch

Gegeben seien Fehlerschranken ATOL und RTOL fiir den absoluten und relativen Fehler.
Ein Schéatzwert fir a sel bekannt.
i) Anzahl der Iterationsschritte vorab festlegen :



. (1- a){ATOL + RTOL 4x,|)

X » X it
k N [%. -

loggﬂ' a){ATOL + RTOL >1|x0||)%

C een . %] ;
loga
i) Abbruchkriterium wahrend der Iteration Uberpriifen :
« a

X » Xy , falls 1 ;k >ﬂxk+1 - Xk||£ ATOL + RTOL >1|Xk|| mit &, wie oben
Ist fiir ein K, >0 a,, >1, sodeutet dies auf Divergenz von (Xk )

P (ergebnisloser) Abbruch des Verfahrens

¢) Konvergenzbeschleunigung
Mittels D?- Methode von Aitken oder Methode von Steffensen

Definition 9.8 : Konvergenz , Konvergenzordnung
a) Ein Iterationsverfahren X,,; = Y, (Xy, X;,..., X, ) heift konvergent , wenn die Folge der

Iterierten (Xk ) konvergiert.
Anderenfalls heif3t sie divergent.

b) Das Verfahren hat die Konvergenzordnung p 2 1, wenn X = II(I(Q;I{ X, existiert und eine

Konstante C3 0 (p=1: C=al [O,l) ) angegeben werden kann , so dass
* =|| P

[Xer - X EC A, - x (k3 k).

Das Verfahren konvergiert linear , falls p =1 , quadratisch, falls p = 2

und superlinear , falls gilt : "Xk+1 - X "ECk ><”Xk - X" mit C, * O und II(I(Rr)Tl C, =0.

9.2 Newton-Verfahren
geg: F:R"® R" stetigdifferenzierbar
ges:. X mit F(X*) =0

Ansatz :
Linearisierung von F in einer Umgebung von X, :

F (%) = F(X) + F (%) X(X- %)
F.(X) » F(X) ineiner (kleinen) Umgebung von X,
Bestimme X,,, asNullstellevon F, © X, = X, + P, mit F (X )*p, =-F(X,)

Aufwand pro lterationsschritt :
1 F - Auswertung




1 F, - Auswertung
1LGSlosen

Fixpunktdarstellung (formal) :
X = F (%) mit F(x):=x- (F,(x)) " (%)

Affine Invarianz :

Fir jederegulreMatrix AT R™"ist F(x)=0 U A:F(x)=0

P "F(X)" ist als Abbruchkriterium ungeeignet , da z.B. mit 10°* skaliert werden kann.

Das Newton-Verfahren ergibt (in exakter Arithmetik) fir beide Gleichungssysteme dieselbe
Folge (Xk) , esist affin-invariant :

FL(X)=x- E~‘f"_11((A><|:(x))9_l XA XE (X)

=X- gﬂ—F(x)— X (X)
=F ()

Geometrische Interpretation fiir n=1 :

el X

X, ist Schnittpunkt der im Punkt (Xk , F (% )) an den Graphen von f gelegten Tangente mit der
Abszissenachse.

Beispiel 9.10: Verfahren von Heron
Newton-Verfahren fir 0= f(X) = x* - a

- d.h. Berechnung von «/5

0
Xip1 = X - = _gxk —=x
2Xk K O

praktisch :
binare Gleitpunktdarstellung @ = mx2° mit 0.5<m£1
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JE—I 2"x/m fdls p=2r
12" xmx172 fdls p=2r-1

Begriindung : Sehr schnelle K onvergenz des Newton-Verfahrens fiir mi (0.5 : 1] .

Beispiel :
m=081 , x,=1

Xy
1.0000000000
0.9050000000

0.9000138122
0.9000000001

WNEFL O X

Satz 9.11 : Konvergenz des Newton-Verfahrens

Beweis:

sé DI R"offenundkonvex,und F : D ® R" stetig differenzierbar mit regul drer
Jacobimatrix F. (X) firale XI D.

Fir F, gelte die LipschitzBedingung H(Fx(x))'l {F, (X +5xV) - Fx(x))wHE sw

mit sl [0,1] . xI D , vi RRmitx+vli D , Konstantew > 0.

* A ~ * 2
Hat F(X) =0 eineLosung X | D undgilt fur den Startwert X, | D: r :=||X - X0||<W,

und ist B, (X) :={xT R" :||x- x|| < r}i D , dann bleibt die durch das Newton-Verfahren

definierte Folge (Xk) fur K>0 in B, (X') undkonvergiert gegen X : Li& X, = X .
D (kotrwexr)

Esgilt ||xk+1- X ||£%>1|xk -xI° (k30

( D.h. in etwa Verdopplung der genauen Stellen pro Schritt. )

Dariiber hinausist X" einzige Lésungvon F(X) =0 in B,(X).
w

Linearisiert man F um einen Punkt X1 D , so folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung folgende Abschétzung des Restgliedes fir beliebige Y| D :

F(Y) - (FO)+F (X Xy~ %)

Fihre Funktion Y einmit: Y (S):= F(X+s(y - X))
(F() =Y®,F(x=Y(0)



1

=0r'(s)ds
= JF. (x+s(y- X)- F())Xy- X) ds
b |

P Xea- X =% - (F (%)) F (%) - X

(F00) {F ) FO - R0y ) € gomofy- o ds = 2ofy-

® \ 0
=(F.x))” >§F<x )- F(%)- F(x)) XX - x) 7
=0 (%]

* w «12
X~ X |EAx - x|

Mittels vollstandiger Induktion folgt hieraus X, 1 B, (X') (k> 0) , denn
aus 0< ”Xk - X" Er1 ergibtsich |Xk+1 " £— >1|Xk X " >1|Xk X " <r .
£erq

* * W *
Weiterhin ist |Xk+1 - X ||£a >‘1|Xk - X " mit a :=r XE <1, alsokonvergiert (Xk) gegen X .

Ist X eineNullstellevon F in B, (X) ,dannfolgtobenmit y:=x** K x:= X :

w

* -1 & *k * * >k * '-
(F. <)) >§F(x )- F(X)- F, (X)) XX 'X)j

< - x| =
=0 =0

e - 4H|X-X|| < - x|

W

,asofolgt X =X und damit dielokale Eindeutigkeit der Losungvon F(X) =0. g.ed.

Bem. 9.12 : Gedampftes Newton-Verfahren

Beispiel :
ges. Nullstellevon f (X) = arctan x

klassisches Newton-Verfahren :

Xiwr = X T Py mit Py -=-
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z.B. mit dem Startwert X, =10 versagt das Verfahren (divergiert) : ll(iggé f'(x,)=0

Schlussfolgerung : Das Newton-Verfahren konvergiert lokal sehr schnell , hat jedoch of schlechte
globale Konvergenz.

o

Modifiziere das Newton-Verfahren so , dass H(FX(Xk))'lXF(Xkﬂ)‘EH(FX(XK))'le(Xk)H :

Betrachtezu P, mit F (X )*xp, =-F(X,) Vektoren X,,,(l ):=x +I xp,

1 2 el 1~0
d g(I):==AqF(x, +1 x . =—F F=+
und g(l ) 2’1| (X, pk)||2 g > ﬂ

: 2
z.B. im [R*: Py

T

wegen (1) = (F,T (% +1 xp, ) (4 +1 xp)) x  p,

= (Fy (%)) F (%)

ist 9'(0) =- F " (x) ¥ (x,) =-|F(x)|. <0

Loy

2
HFegl;

Strategie:
Verringere beginnend mit | k(o) =1 die Schrittweite | , solange,

1, =cx,” mit ci (01 ,zB. c=05)

o [(F000) > (k1.0 £[(FL0x0) - (x)]

=- Pk

|
undsetze |, =1 k(’ v Xy =% L Py

Zusatzaufwand pro Reduktionsschritt :
1 F - Auswertung und jeweils 1 Vorwarts- und Riickwartssubstitution

Varianten :



1) Setze |, =min 9%19 mit einer Konstanten d <1 ,2.B.d=1/2
e o

2) Forderung H(FX(XK))1 ><F(xk +1,.Y xp, ]‘2 £§i- %Sjﬂ pk”2 , um méglichst , optimale’

Dampfungsfaktoren | « zuerreichen

praktische Erfahrung :
Gegentiber dem klassischen Newton-V erfahren verbessert sich das Konvergenzverhalten oft erheblich.

Lokal quadratische Konvergenz jedoch nur , falls | , =1 (k2 k;).
(D.h. | asowieder auf 1 gesetzt wird.)

Bem.9.13: Vereinfachtes Newton-Verfahren
Der grofRe numerische Aufwand fur hdufige Neuberechnung und LR-Zerlegung der Jacobimatrix |8sst
sich verringern , indem die Jacobimatrix Gber modglichst viele Iterationsschritte konstant gehalten wird :

Xier = X+ Prsien mit F (X ) XPyar-1 == F(Xeu1)
( konvergiert linear ! , nicht quadratisch !)

Konvergenz :
Xisr = F  (Kyes21) mit F (X) = x- (FX(Xk))'l xF (X)

%F (=1 (B (x0)) 5,0 = (R (%)) XFL (%) - Fo(9)

I'st (FX(XK))'lXFX(X) Lipschitz-stetig mit der Konstanten L , soist

S F 09 =[(Fx0) 4Rk FuO0)|E Lo x| uno
ol g
a.—sup%}ﬁFk(x) | xk||£Dog £LxD, .

Alsoist F kontraktiv, falls D, hinreichend klein.

Neuberechnung der Jacobimatrix :

Schétzwert fir Kontraktionskonstante a ,,, .= |||)|(Xk+' _ )j(k*"-l""
k-1 = Nk+l-2

(Bem. 9.7.9)

Neuberechnung der Jacobimatrix F,(X.,) ,fals a,,, 3 a,. (typische Werte: @, 1 [0.25,0.5])

Algorithmus :
geg.:  Startwert X, ,a,! (01

Schritt 0 : k=0 , a:==1
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Erweiterung :

Bem. 9.14 .

Schritt 1 :

Schritt 2 :

Schritt 3 :

Schritt 4 :

if a>a, then -J:=F (X))

- LR-Zerlegung von J
-1:=0,a :=0

Funktionsauswertung F := F (X, )

Bestimme P, mit J xp, =- F mittels Vorwarts- und Riickwartssubstitution
X=X+ Py
l:=1+1

[P

if | >1 then a =

[P

it (=1 or a<1) then -X.,:=X
-k=k+1

if Konvergenz then stop
elsegoto Schritt 1

K ombination des vereinfachten mit dem gedampften Newton-Verfahren

Berechnung der Jacobimatrix

a) Analytische Differentiation :
Empfehlenswert ist die Anwendung mathematischer Hilfsprogramme (M athematica,Matlab) und
Export der Ableitungen als C- oder Fortran-Quelltext.

b)

Vorteil :

Nachteile :

- analytisch exakter Ausdruck zur Berechnung der Ableitungen

- grof3e Bearbeitungszeiten und hoher Speicherbedarf fur kompliziertere Probleme
- Der analytische Ausdruck fir F(X) mussin der Syntax des Hilfsprogramms

formuliert werden.

Algorithmische Differentiation (AD) :

Ausgangspunkt : C- oder Fortran-Unterprogramm zur Auswertung einer Funktion F:R" ® R™

Werkzeuge :

Ergebnis:

Vorteil :

Nachteile :

(input: X , output: F(X) )
z.B. ADIFOR, ADOL-C

Zusétzliches C- oder Fortran-Unterprogramm zur Auswertung der
Jacobimatrix F, :R"® R™" (input: X , output: F, (X))

- analytisch exakte Berechnungsvorschrift

- sehr groRer Speicherbedarf fiir sehr grof3e Probleme
- Unterstiitzt wird in der Regel ausschliefdlich der Sprachstandard.

Differenzenapproximation :

2F o _ F(x+D’e)- F(x) ,
c—(x¥+ = (d.h. ale Elemente der j-ten Spalte)
eflx g D

Aufwand zur Berechnung von F, fur F:R" ® R™:  n+1 Auswertungenvon F
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S&
Wahl von D :  Approximationsfehler O(D) und Verstarkung der Rundungsfehler Og@%g
e 1]

Y (D)= D+% wird minimal fur D 2\@
P D::\/eExmax{liji/%}
( Wobei sichin der Praxis D= @ma({\/m, @} besser verhdlt. )

praktisch : Wahle D so, dass D und X; gleiches Vorzeichen haben.
Alternativen: - Differenzenquotienten 2. Ordnung :
F(x+D:g)- F(x- D:g)
2D

( geringerer Fehler , jedoch Verdopplung des Aufwands)

- Extrapolationsverfahren :
Hiermit ist prinzipiell eine sehr genaue Berechnung der
Ableitungen moglich , fur das Newton-Verfahren jedoch

zu aufwendig.
Vorteil : - sehr einfache Implementierung
Nachteile : - hoher Aufwand fir n >>1

- Sehr groRRer Fehler , falls F nicht genau ausgewertet werden kann.

typisches Beispiel : Auswertung von F beinhaltet selbst ein iteratives Verfahren (nested iterations)

d) Approximation der Jacobimatrix :
Fir grof3e Probleme kann es vorteilhaft sein , betragsméaliig sehr kleine Elemente der Jacobimatrix zu
vernachl&ssigen.
P Reduktion der Anzahl der Nicht-Null-Elemente

e) Matrixfreie Algorithmen :
Lost man im Newton-Verfahren die linearen Gleichungssysteme J Xp, = - F(X,) nicht exakt,
sondern iterativ , so kann im CG-Verfahren (und entsprechenden Verfahren) fir nichtsymmetrische
Matrizen die Berechnung von J vermieden werden , weil nicht J selbst , sondern ausschliefllich
Matrix-V ektor-Produkte J :V auszuwertensind :
Iw = F(x+DB/)- F(x)

Zusammenfassung :

- Newton-Verfahren kann divergieren.

- Gedampftes Newton-Verfahren konvergiert nur nahe der Nullstelle (I » 1) quadratisch, sonst linear.

- Vereinfachtes Newton-Verfahren : fir hochdimensional e Funktionen
Dasichin der Nahe der Nullstelle die Ableitung kaum mehr andert , braucht man die Jacobimatrix/Ableitungen
nicht in jedem Schritt neu berechnen.

9.3 Nullstellen reeller Funktionen




Bem 9.15 : Bisektionsverfahren
geg.: f1 C[a b] mit Vorzeichenwechsel in |_a bJ =} f )Xf (b)< 0

ges.: X1 (a, b) mit f ( )— 0 , Existenz von X folgt aus Zwischenwertsatz

T

fa"\
o Q, "
f‘h--
Algorithmus:

Initidiserung: a:=a , b:=b , f =1 , f, :=f(b)

repeat

if f,xf.<0 then b:=c , f,=f
else a=c¢c
until (b- a£TOL) OR (f, =0)

jc, fdls f_=0
X » X ={ a+hb ongt
t 2

Eigenschaften :
- einfache Implementierung

stets konvergent ( Bei Rechnung in exakter Arithmetik gilt : f (X*)Z 0 firein X 1 [a, b] D)

In Gleitpunktarithmetik muss [a,b] keine Einschlief3ung der Nullstelle ergeben
(Alternative : Intervallarithmetik)

_ _ aeE
- Anzahl der Iterationsschritte: K 3 1+1log,

QIIO

Bem 9.16 : Regula falsi

Idee: EinschlieRung der Nullstelle wie im Bisektionsverfahren , aber Beriicksichtigung des Funktionsverlaufs

in[ab].
Algorithmus:

Bestimme C als Nullstelle des (linearen) Interpolationspolynoms zu (a, f ) , (b fb):

c-a :
+ f.)=0
b
_axf, - bxf,
fb - fa

Konvergenz :

- Haufig schneller als im Bisektionsverfahren.



- Inexakter Arithmetik gilt : Intervall [a,b] ist eine Einschlie3ung der Nullstelle X von f .

Problem:

Langsame Konvergenz , wenn wahrend der Iteration eines der beiden Intervallenden unverandert bleibt.

Beispiel : f(x):xlo-% , x*:1\7g»1 . la,6]=[0]

f

k=
'
}

.
b=
\
%
-
H

Verbesserung :
f

Bleibt @ Uber 2 Iterationsschritte unverandert, sosetze f, :(=—f_.

N | =

verbesserter Algorithmus:

Intidisierung: a:=a , b:=b , f :=f(@) , f,=f(b)
repeat
Jaxt,-bxd, f. = f(0)
fb_ fa
if f,xf, <O then
b=c , f,=f,

else
L _1
if 1=1 then f, .—Efb
=1

until (b- a£TOL) OR (f, =0)

1.0 ,fdls f. =0
X » X =i ath
- songt

(analog fir b)

, 1:=0



Bem 9.17 : Sekantenverfahren
Idee:  Nutze (&hnlich wie im Newton-Verfahren) Informationen tiber f in einer (kleinen) Umgebung von X,

vermeide jedoch die Auswertung von f'.

Vorteil : Schnellere Konvergenz alsregulafalsi |, falls, gute” Startwerte bekannt sind.
Nachteil : Keine Einschlieffung der Nullstelle.

Verfahren :
Bestimme zu gegebenen (Xk_l, fk_l) , (Xk, fk) , (mit f, = f(X,) daslineare Interpolationspolynom

und wahle X,,, alsdessen Nullstelle:

Xieoy - !
f +ﬁ>(fk-l_ fk):0 *)

Xk—lek - Xy xfk—l

fk - fk—l

Xis1 =

Alternative Interpretation : Inverse Interpolation
Bestimme das | nterpolationspolynom P zu den Stiitzpunkten (fk_i ,Xk_i) ,(i=01,...,1) und

wéhle X,,, :=p(0).

Die Existenz von D lasst sich nachweisen fiir paarweise voneinander verschiedene X, _; mit

|Xk_i - X*| <<1l ,(i=01...,1) , sofern X einfache Nullstellevon f ist.
praktische : | = 2 oder 3 oder 4
Konvergenz :
— & X~ X0 "
Xy =X - &f, Xﬁ; ( nach Umstellen von (*) )
k-1~ 'k @
* 1
= - - X -
X - (f - £ o=
k1~ Tk
X1~ X
= X, f[xk,x J><(xk- X )
1
f[xk-l’xk]
b
_( *)ae f[xk,x*]Q
Xeop = X X, - X - T



= (- X Pxes - X) f[ka)'(i_’jk);kx |

Ist X" einfache Nullstellevon f T C? und X1, X, ineiner hinreichend kleinen Umgebung von X ,s0
f[xk_l,xk,x ]
X 10 X
demn X, % ] = f'(Xey +I XX - X,)) fureind T (0])

gibt eseine Konstante M > 0 mit £EM |

und f[xk_l,xk,x*]=%f"(x) tirenx 1 [a,b]  mit x,_,,x.xT [a,b].

Mit e, = M >1Xk - X*| folgt €,,, £ 6 >, _, und hieraus mittels vollstandiger
1
Induktion €, £ K (k3 0) mit K:= max{eo,ﬁla} und Q :E(lﬂ/g) ,denn q° =q+1
und qu :qu—l — qu+qk—1 - qu—l)(q+1) - qu—l)qz - qu+1 '
Wahlt man Startwerte X, X, so, dass K <1, so folgt die Konvergenz des Sekantenverfahrens.

Die Ordnung betragt mindestens g = %(1+ «/E) »1.618

Bem 9.18 : Nullstellen von Polynomen
Enger Zusammenhang zwischen Polynomnullstellen und Eigenwerten von Matrizen.
(Die Eigenwertberechnung ist numerisch oft glinstiger.)

Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstellevon p(X) =a x" +a, X" +..+a,

Auswertung von P(X, ), P'(X,) mittels Horner-Schema
Zur Wahl der Startwerte vgl. Literatur Stoer , Abschnitt 5.5.

Hat man eine Nullstelle X; (néherungsweise) bestimmt , so wendet man zur Bestimmung weiterer Nullstellen das

P(X)

Newton-Verfahrenauf P, (X) = ——— an. *)
T M
. : P.(X) . _
Numerisch stabile Auswertung von ———— mittels Trick von Maehly :
1
_ P(%) _ P(%)
ST TP R PO
t (%) -

Xk 1

p'(x) X(x- x;)- p(X)
(X' X1)2

-wegen der Ableitungvon (*) 1 p,'(X) =

9.4 : Minimierungspr obleme

Bem 9.19 : Newton-Verfahren fir Minimierungsprobleme
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geg.: f:R"® R |, f setigdifferenzierbar

ges.: X mit f (X*): rTIRQ f(X) ( = freies Minimierungsproblem)
Notwendige Bedingung fur lokales Extremum : Nf (X* ) =0
&t 0
—(x)+
oo e s
Hinweis : Gradientvon f: Nf (x)=¢ : =
c If =
QﬂT(X) =
e n (4]

Ist X einzige Nullstellevon Nf und wachst f (X) fir ||X|| ® ¥ unbeschrankt , d.h. gibt eszujedem C >0
gn M >0 mit f(x)3 C firale xI R" mit "X" 3 M ,soist Nf (X*)Z 0 notwendig und hinreichend fur

eine globale Minimalstellevon f .

Berechnung von X~ druch Anwendung des (gedampften) Newton-Verfahrensauf F(X) =0 mit F(x) :=Nf (x) :
~ 1 o~
X = X - | AR (x0)) o ()

. 292 o .
mithf(X):Hesszematrixzéﬂ]c )z I R"™™.

XW a s

Bestimmung des Dampfungsparameters | | so, dass f (X,,;) < f(X.).
Praktisch sind haufig beschrankte Minimierungsprobleme anzutreffen.

D.h.Menge E1 R" und gesucht : X1 E mit f(X*): m'n{f(x):xT E}

Bem. 9.20 : Nichtlineare Ausgleichsprobleme
geg.: Messdaten (tk , yk) ,(k=1...,m) denen ein (angenommener) funktionaler

Zusammenhang y:j (t ; Xl,Xz,...,Xn) zu Grunde liegt.

¥

linear: y=a:t+b
nichtlinear : y =a:gn(w:t+j )+b

ges.: Parameter X, X;,..., X, so,dassj (tk ;Xl,XZ,...,Xn) moglichst gut Y, approximiert :



&Y, - J (tl ; Xl'XZ""’Xn) 0

IF()|, ® min mit F (X, X, e X,) 1= € : +

gym - J (tm 3 Xy Xy ooy Xn)b
»Ausgleichsrechnung*

eziafall :

Ist] linearin X, X, ,..., X, ,soergibtsich X, X,,..., X, asLosung eines tberbestimmten linearen
Gleichungssystems. Numerische Ldsung mittels QR-Zerlegung.

allgemein :
Mit f(X):= %"F(X)"z ergibt sichin Bem 9.19
Nf(x) = (F,(x))' ¥ (x)  und
N2 () = (F ()" F, () + (Fa (0) F (9.
Hat F,(X) Vollrang und ist "F (x* l| <<1,soist (FX (X))T XF, (X) symmetrisch und positiv definit

und N2 f (X) regular in einer Umgebungvon X° P Newton-Verfahren anwendbar

Problem : Auswertung von F_ (X) kann sehr aufwendig sein

Bem. 9.12 : GaulR3-Newton-Verfahren
geg.: F:R"® R" , F stetig differenzierbar

ges: X T R"mit "F(X* 1|2 =min [F (3,

Ansatz :
Linearisierung von F in X,

F(X) » F (%) = F(X) + F(X ) X(X- %)
Bestimmung von X als Ldsung des linearen Ausgleichsproblems

.1 .1
mn ZJFR O, = min ZJF o)+ F) - Xl

1
= min | Ax- b,

mit A:=F (x)T R™" | b=F/(x)*x - F(X,)

gedampftes Newton-Verfahren :

P =X X Xy = X Py

Normalgleichungen :

(F ()" F (%) XK= %) == (Fy (%) XF (%)

Im Vergleich zum Newton-Verfahren entfallt die aufwendige Auswertung von (Fxx (%, ))T < (%,)
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in N2f(x,).
I'st ||F (Xk)" <<1 , soist die Konvergenz jedoch &hnlich schnell wie im Newton-Verfahren

fir f(x):= %"F(x)"z .

Haufig Konvergenzprobleme , falls ”F (X* ]| =0().
Praktisch ergibt sich fiir derartige Probleme jedoch ohnehin eine sehr schlechte Ubereinstimmung
von Y, und j (tk , Xl,XZ,...,Xn).

10. Numerische L 6sung von Differ entialgleichungen

Matlab-Befehl zum Lésen von DGL : ode45
Bem 10.1 : Systeme gewdhnlicher DGL
geg.: f :[O,T]' R ® R"f System gew. DGL 1. Ordnung - Y'(t) = f(t,y(t)) (*)
ges.: Losung Y: [O,T] ® R™ ,yl Ct ,und fir jedes t 1 [O,T] soll (*) erfullt sein.
Beispid :
y=y , n =1

Dh y(t)=cx' ,cl R

¥

Spezialfall ;
Fty) =1

y(t) = y(0)+ Of (t ) dt

(Die Menge der Quadraturprobleme (Integration) ist Untermenge der Anfangswertprobleme von DGL.)

Klassisch y(t,) fir vide' t, 1 [0,T]

besser : »Stetige Losungsdarstellung” (dense output)

yi1 Clo,T] mit ¥(t) » y(t) (t1 [o,T])

Systeme héherer Ordnung : Aquivalenz zu Systemen 1.0rdnung (siehe Analysis11)

Nichtautonome Systeme :
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Héufig betrachtet man nur autonom &/steme y' O=f (t, y(t)) , denn diese sind &quivalent
n,+1 e 1l 0

0 Y'(t) =F(Y(®) mit Y(t)= g(t)—l R"™ F(Y) = gf(t V5

Anfangswertprobleme :
Vorgabe von N Anfangsbedingungen Yy(0) = yOT RY zu()

Satz von Picard-Lindel 6f :
Ist f stetigund Lipschitz-stetig bzgl. Y , so hat das AWP zu (*) eine eindeutige L sung.

YOy o P O)d k20 L yPmey, LT [T)

praktisch:  sehr langsame Konvergenz P fiir praktische Rechnungen ungeeignet
(jedoch gut parallelisierbar)

Randwertprobleme :
Vorgabe voninsgesamt N, Bedingungen an die Randwerte y(0) und y(T):

r(y(0),y(T))=0  mit r:R"" R* ® R™

Beispiel :
X'+x=0 *)
%.‘0. ] 1
y:gx.g ) Yi=¥Y, » Yo=-%
gy, (1) 0 &Y, 0
y(t) = fty)= =
gyz(t)ﬂ % Y19
AWP:
X(0) = v,(0) =
X'(0) =y,(0) = x,'
RWP :
lo.T]=[0p]
Losungvon (*) : X(t) = ¢, Snt +c, cost mit ¢,,c,1 R

8 X(0)=x(p)=0 =y,(0)=y,(p)
P c =0
Dh X(t)=c€nt mitc, ] R

b) x(0) =y, (0)=0 , x(p)=wi(p) =1
Aus X(0) =0 folgt ¢, =0
Aus X(p)=1folgtC, =-1
D.h. widerspruichliche Bedingungen P nicht |6sbar
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Im Allgemeinen nur lokale Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen in einer Umgebung einer (isolierten) Losung.

Bem 10.2 : Diskretisierungsverfahren fur gewdhnliche DGL

Def. Zeitgitter:  D:={ty,t,,....ty : 0=ty <t <..<t, =T}

Explizites Eulerverfahren :
Sei Naherungslésung Y (t) gegeben auf [O,tn] und Y, = Y(t,).
Gesucht : Stetige Fortsetzung auf [O,tn+l] mit t.,, -t,=h >0.

¥
Fltan)=yn{  FO
y%,/— A2
¥p -
_ t. tlg 123 tl t l=T t
0=tp ! 1 |‘|‘ N

th  thpn

th [ty toa]: v :wm+@ﬁMt9wm+§&met

n

» Y(t,)+ Of (L, ¥t,))dt - =y, +(t- t,)xf(t,,V,)

n

y(tn+1) » y(tn+1) = yn+1 = yn + Dﬂ: Xf (tn, yn)

=tne1- ty
Verfahrensvorschrift des expliziten Eulerverfahrens :
yn+1 - yn —
hn (tn ! yn)
Stetige L 6sungsdarstellung (Polygonzugverfahren) : A
yt, +axh,) » Jlt, +q =) =y, +aoh, <t (t,,y,) =y, +ax{y..-v.) . (a1 [o1)

Trapezregel :
vma=wm+%%wam%fmmmmm

nl - Yn 1
Yor Yo =11, )+ £ raryon)

n

- Nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung von Y, .,

- Zur Lésung von Anfangswertproblemen nur geeignet , falls hn wesentlich grof3er sein kann alsim
Eulerverfahren.

- Vorteilhaft fur RWP, da symmetrisches Verfahren
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Definition 10.3 : Einschrittverfahren (ESV)
Zur numerischen Lésung desAWP Y(0) =y, zu (*) wird die Lésung Y(t) approximiert durch eine

Gitterfunktion y,:D® R™ mit y, =y (t,) =Vy(t,)» y(t,).

Einschrittverfahren haben die Form y,,, =Y, +h, % (tn, Y, h,, f) mit der Verfahrensfunktion |

Euler : ] (tn,yn;hn,f):f(tn’yn)

Trapezregel : ] ergibt sich als Lésung eines nichtlinearen Gleichungssystems

Bem. 104 : Explizite Runge-Kutta-Verfahren
S-stufiges explizites Runge-K utta-Verfahren

S
yn+1 = yn +hn Xé bj Xf (tn +Cj ><hn ’ Ynj)
j=1
i-1
mit Stufenvektoren Y, =y, +h, xQ a, xf(t, +¢,h, , Y,) (=1..9)

j=1

Y1 = Vs
Ynll:= f (tn + Clhn 1 Ynl)

Yoo =Y, +h,xay, xf (tn +cyh, 7Yn1) =Y, thyay X,
Yn2I:= f(tn +CZhn ’YnZ)

S
yn+1: yn+hnxé bj )eYnj'

j=1

mit :
bj - Gewichte
C, - Knoten
a; - Runge-Kutta-Paramter
Butcher-Schema :
C, | Ay

CS a'31 a32

Cs | Qs | B2 As,s-1
b | b, bs., | bs
y'(t)=1

i-1
Yni = yn +hn Xé aij >§'
j=1

Stufenvektoren  Y,; » y(t, +ch,)
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y(tn +C|hn) = y(tn)+cihn
i-1

C =a (i =1..9S)
j=1

stetige L ésungsdarstellung :
S
y(t, +>h,) » y, +h g b, @) %’

=1

mit b;(0)=0 und b;Q)=b; furj=1..S

Beispiel :
Arenstdorf-Orbit (siehe evt. Folien)

a) Explizites Eulerverfahren h= 5.OE_ 4 sehr schlechte Naherung (unbrauchbar)
4 X10* Integrationsschritte und 4 XLO* Funktionsauswertungen

b) Explizites Eulerverfahren h=20.,  akzeptable Naherung
10° Integrationsschritte und 10° Funktionsauswertungen

c) Runge-Kutta h=20., akzeptable Naherung
4 X10* Integrationsschritte und 4 XLO* Funktionsauswertungen

d) DOPRI5 (Dormand/Prince) sehr gute Naherung

75 Integrationsschritte und 535 Funktionsauswertungen

zum klassischen Runge-K utta-Verfahren :
S=4 (d.h. 4stufig)

h I
Yn3 = yn +_nxf$n +_n:Yn29
e 2 a
n hn 0
Yn4 =Y, +_xf§n +_’Yn3+
e 2 a
yn+1 = yn +_n>§f(tn’ yn)+ 2Xf§n -I__n’YnZQ-i-2><f §n +_n’Yn39+ fﬁn +_n1Yn4gg
6 e 2 g e 2 g é& 2 gy
Butcher-Schema :

2| 2
ARV

1] 0]10]| 1
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ARV

Bem 10.5: Diskretisierungsfehler

a) Lokaler Fehler des ESV (local error) :
Y(to) - (¥(t) +h4 (t, y(E,) 5 by, 1))

Beispiel : Expliztes Euler-Verfahren
yn+1 = yn + hn Xf (tn’yn)

ae 0
(1€), = Y(tyr) - S¥Ct) +h, XF (4, ¥()):
E =yt) @

Y(t,.) = Y(t, +h) = y(t,) +h, xy'(t,) +Olh,2)

b (e), =0(h,?)

Runge-Kutta: (|e)n = O(hns)
DOPRIS : (le), = O(hnG )
b) Globaler Fehler :

ey = "yN - Y(tN)"

Yo +ho 4 (6 ye s h £) - (W) +he 5 (G vt by, F))
+ (y(t)+hy 4 (. y@,) i h ) - Yt

= (I9n

Vo - Y| =

wegen Dreiecksungleichung folgt

Ely, +h 4 (. yn s ho ) - (vt) +h, 5 (vt b, £) )+ ),
Ely, - vl +hod oy, she, £) -0 (G v s b, £1+e), |
£y, - vt )|+ h, <Ay, - v, +]le).] (Lipschitz-Konstante L)
= (@+h, <) Ay, - vt +[(e),|

mit €, =]y, - ¥(t,)| folgtdieRekursion:

e E£@+h xL)e, +[(e),|
£e™ e +||(Ie)n||

£ gt e +||(Ie)n-l||
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Einsetzen :
b

e E€™e™ e +|(e), [+ +|(e), .
£ ..

£ et sa t(1e), | +e™ +|(e),..|
I R X

wegen hy+h +..+h =t -t £T folgt

”(le)i “

=}

Qo

e £€7 %

1
o

Fir h, =h=congt ist e,,, £€"7 xQ C>? =e"™ xn>C xhxh und
i=0
wegen N:h<T ist e, £Cxe"" T xh.

(=Beschreibung des globalen Fehlers des Euler-Verfahrens.)
D.h. Halbierung der Schrittweite entspricht einer Halbierung des Fehlers.

n+l

Fur RungeKutta: e, ., £ Cxe"" T xh*

n+l

n+l

1
Fir DOPRIS : e ., £Cxe"’ T xh’ (Halbierung der Schrittweite bedeutet 5 Fehler)
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