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Numerik II 
 

(Prof. Arnold – WS 2005/2006) 
(by Georg Kuschk) 

 
TODO : Def. 1L -Norm 
 gram-schmidtsches orth-verf 
 bulge-chasing verfahren 

Horner-Schema zu Bem 9.18 ? 
 
Wiederholung : Komplexe Zahlen 
 ibaz +=  ϕier ⋅=  , =r Betrag von z  , zarg=ϕ  

 ( d.h.    ϕcosra =      und     ϕsinrb =   ) 
  

Rechenregeln : 
 ( ) ( ) ( )21212211 ,,, bbaababa ±±=±  

 ( ) ( ) ( )122121212211 ,,, bababbaababa +−=⋅  
 
 Dreiecksungleichung : 

 C, 21 ∈∀ zz  gilt :  2121 zzzz +≤+  

 
 Eulersche Beziehung : 

  xixe ix sincos +=  
 
 !! In C  gibt es keine Ordnungsrelationen . !! 
 
 
 
 
 
6.5 Kondition des Eigenwertproblems  

geg.: nnCA ×∈  

ges.: C∈λ  , nRx ∈ \ n0  mit xAx λ=  
 

)),(cos(
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,
)('
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Aabs ∀
=

⋅
== λκ  

 

 mit nCx ∈0  Eigenvektor der Matrix nnCA ×∈  und 0y  konjugierter Eigenvektor nC∈  

 
 

 )(' A
A

abs λ
λ

κ =   ??? 

 
 
Bemerkung 6.6 : Normale Matrizen 
 

 nnCA ×∈  heißt normal , wenn AAAA ** =    ( )TAA =*  
 
 Unter Verwendung der Schurschen Normalform zeigt man , dass A  genau dann normal ist , 

wenn gilt :  UUA Λ= *    

, mit einer unitären Matrix nnCU ×∈  , IUU =*  , idiag λ=Λ   mit  Ci ∈λ  
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 Ist nCx ∈0  Eigenvektor von A  zum einfachen Eigenwert 0λ  , so ist   000
* xUxU λ=Λ . 

 
Folgerung 6.7 : 
 Das Eigenwertproblem für einfache Eigenwerte normaler Matrizen ist gut konditioniert  
 mit 1=absκ . 

 
Beispiel 6.8 :   schlecht konditionierte EWP 
 a) 

  Sei 







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10

A  und 







=

0
10

δ
B  mit 1<<δ  

 

  Die Eigenwerte sind 0)(2,1 =Aλ  und δλ ±=)(2,1 B . 
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 b) (Wilkinson) 

  Sei 20

20

1

)()( Π∈−= ∏
=i

iP λλ   ( ii =λ  Nullstellen des Polynoms) 

  Diese Nullstellen sind gegenüber kleinen Störungen der Polynomkoeffizienten extrem 
  empfindlich. 

  So hat z.B. 19232)()(~ λλλ −−= PP  die Nullstellen 

  i8.273.16 ±≈λ  und i9.150.19 ±≈λ  
 
 
 
6.2 Vektoriteration („power method“ / „von Mises“) 
 
Algorithmus : 

 geg.: nnRA ×∈   und  Anfangsnäherung nRy ∈)0(  
 

 Setze  

2

)0(

)0(
)0( :

y
y

x =   , 0:=k  

 
 Schritt k  : 

  )()1( : kk Axy =+  

2

)1(

)1(
)1( :

+

+
+ =

k

k
k

y
y

x  

  ( ) )1()()1( : ++ = kTkk yxν  Eigenwert 

  1: += kk  
 
Eigenschaften : 
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 Mittels vollständiger Induktion folgt : 

2

)0(

)0(
)(

xA
xA

x
k

k
k =  

 (konvergiert gegen den betragsgrößten Eigenvektor – siehe Information Retrieval HITS-Algorithmus) 
 
 

 Sei A  diagonalisierbar mit Eigenwerten iλ  nλλλ ≥≥≥ ...21  

und den Eigenvektoren iz  ( )ni ,...,1= . 

 Dann ist ∑
=

=
n

i
ii zx

1

)0( α   mit gewissen Ci ∈α . 

 

 Ist 0λ  dominanter Eigenwert von A  , d.h. iλλ >1   ( )ni ,...2=  , so ist 

 insbesondere R∈1λ  und es gilt  
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
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  für  ∞→k  

 
 , wobei 01 ≠α  vorausgesetzt wird. 
 
 
Ergebnis  : 

 
)(lim: k

k
xx

→∞∞ =  ist Eigenvektor zum Eigenwert 1λ  

 

 und 1
2

211
)(lim λλλν ==== ∞∞∞∞∞→∞

xxxAxx TTk

k
 

 
 D.h. , die Vektoriteration berechnet näherungsweise den betragsmäßig größten Eigenwert von A  und 
 eines zugehörigen Eigenvektors. 
 

 Die Normierung der )(kx  verhindert einen Überlauf. 
 
 
 
Satz 6.10 : Rayleigh-Quotient 

 Unter den Voraussetzungen von Bem. 6.9 gilt für einen symmetrische Matrix nnRA ×∈  : 
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
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 , d.h. die Rayleigh-Quotienten 
( )
( ) )()(

)()(
)1(

kTk

kTk
k

xx

Axx
=+ν  konvergieren quadratisch gegen 1λ . 

 
 
Bemerkung 6.11 Inverse Vektoriteration (Wielandt) 

geg.: nnRA ×∈  , C∈λ  sei Eigenwert von A  
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 nnRB ×∈  , IAB λ−=:  , λλ −  Eigenwert von B   („shift“ der Matrix A ) 
 

 A  regulär ⇒  1: −= AC  , 1−λ  Eigenwert von C  
 

 Die formale Anwendung der Vektoriteration auf 1−B  führt zu einer Approximation des 
 betragskleinsten Eigenwertes einer gegebenen Matrix. 
 
 
praktisch : 

 IAB λ−=:  mit einer Näherung λ  eines Eigenwertes jλ  von A  

 

 Eigenwerte von B  : λλ =i   ( )ni ,...,1=  „shift“ 

 Eigenwerte von 1−B  : 
λλ −i

1
  ( )ni ,...,1=  

 

 BA,  und 1−B  haben die gleichen Eigenvektoren. 
 

 Für jλλ ≈  ist 
λλλλ −

>>
− ij

11
  ji ≠∀  

 
 ⇒  schnelle Konvergenz der Vektoriteration 
 
 
Implementierung : 

 )(1)1( : kk xBy −+ =  | B⋅  
 

 ( ) )()1( kk xyIA =− +λ  
 

 
{

1von Eigenwert  

)1(
von Eigenwert  

)1( 1
:

−≈

+
≈

+ +=

B

k
A

k

ν
λν 321  

 
 
Aufwand : 
 - Pro Iterationsschritt Lösung eines Gleichungssystems (kubisch) 
 

 1x LR-Zerlegung (=LU-Zerlegung) von IA λ−  







3

3n
O  

 und pro Iterationsschritt 

 1x Vorwärtssubstitution )(kxLz =  
 1x Rückwärtssubstitution zUy =    (bzw. zRy = ) 

 jeweils )( 2nO  
 
Problem : 

 IA λ−  ist sehr schlecht konditioniert für sehr gute Näherungen der Eigenwerte , 

 da IA jλ−  singulär ist. 

 
 Allerdings nicht die Richtung (bleibt genau) , sondern nur der Betrag. 
 Dieser wird jedoch im weiteren Verlauf der Berechnung nicht benötigt. 
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 Konsequenz : LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung für IA λ−  
   Verschwindet ein Pivotelement , so wird es durch eps  ersetzt. 
 
 
Modifikation : 

 Ersetze λ  für 0>k  durch die (bessere) Approximation  )(kν  des Eigenwertes jλ . 

 

 ( ) )()1()( kkk xyIA =− +ν   , )1(
)()1( 1

: +
+ += k

kk

ν
νν  

 
 Im allgemeinen unattraktiv , wegen des hohen Zusatzaufwands zur neuen LR-Zerlegung 

 von IA k )(ν−  in jedem Iterationsschritt. 
 
 
 
Idee : 
 Vor Beginn der Iteration die Matrix A  durch Ähnlichkeitstransformationen auf einfachere 
 Gestalt bringen. 
 (Ähnlichkeitstransformationen lassen die Eigenwerte unverändert.) 
 
Bemerkung 6.12 : Transformation auf Hessenberg-Form 
 
Transformationsschritt : 

 Bestimme zu gegebener Matrix ( ) nn
ij RaA ×∈=   ( QRA =   siehe Householder ) 

 einen Vektor 1
1

~ −∈ nRv   so , dass 
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Mit 
nR

v
v ∈








=

1
1 ~

0
 und 

11

11
1 2:

vv
vv

IQ T

T

−=  ist TAQQA 11
)2( :=  , 

denn die Rechts-Multiplikation mit TQ1  lässt wegen 01,1 =v  die erste Spalte unverändert und 

transformiert nur die restlichen Spalten. 
 

 Die Matrizen )2(A  und AA =:)1(  sind zueinander ähnlich und haben insbesondere dieselben Eigenwerte. 
 
 
allgemein : 
 Analog zur QR-Zerlegung von A  bestimmt man sukzessive (nacheinander) 2−n  Spiegelungsvektoren 

 
n

k

k
k R

v
v ∈








= ~

σ
 mit  kn

k Rv −∈~  und die zugehörigen Spiegelungsmatrizen 

 
nn

k
T

k

T
kk

k R
vv

vv
IQ ×∈−= 2:  so , dass mit T

k
k

k
k QAQA )()1( :=+  die 

Matrix )2(:
~ −= nAA  Hessenberg-Form besitzt. 

 

Mittels vollständiger Induktion folgt , dass A~  und A  zueinander ähnlich sind : 
TQAQA =:~

 mit  1212 ... QQQQQ nn −−= . 
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Ist ix~  Eigenvektor von A~  zum Eigenwert iλ  , so ist i
T
n

TT
i

T
i xQQQxQx ~...~: 221 −==  Eigenvektor von A  zum 

Eigenwert iλ  , denn 

 ⇔= iii xxA ~~~
λ  iii

T xxQAQ ~~ λ=  | TQ⋅  

    { {
ii x

i
T

i

x

i
T xQxQA ~~ λ=  

 

Hat A~  Hessenberg-Form , so auch IA λ−
~

 für jedes C∈λ . 

Die LR-Zerlegung von IA λ−
~

 erfordert )( 2nO  Rechenoperationen. 

Aufwand für die Hessenberg-Form : 





 3

3
4

nO . 

 

Spezialfall : Ist A  symmetrisch , so ist A~  Tridiagonalmatrix. 
 
 
 
6.3 QR-Algorithmus 

geg.: nnRA ×∈  , setze AA =:0  

 
Algorithmus : 
- Berechne die QR-Zerlegung von kkk RQA =  

- kkk QRA =+1  

 

Wegen kk
T
kkkk QAQQRA ==+1  folgt mittels vollständiger Induktion , dass alle kA  ähnlich zu A  sind. 

 
Nachteil :  pro Iterationsschritt QR-Zerlegung und Matrix-Matrix-Multiplikation 
 

Alternative : Transformiere A  zunächst auf Hessenberg-Form A~  und wende den QR-Algorithmus auf A~  an. 
  Vorteil : QR-Zerlegung mit  1−n   Givens-Rotationen   2,1,1 ,...,ΩΩ − nn  

 

  























=























Ω=Ω

**00
*

*0
*0

***

**00
*

*0
**

***

~
2,12,1

L
OM

M
L

L
OM

M
L

A  

  (Nur Veränderung der ersten zwei Zeilen.) 
 

  usw. , d.h. 02,1,1
~

... RAnn =⋅Ω⋅⋅Ω −  , 2,1,10 ... Ω⋅⋅Ω= − nn
TQ  

  nn
TRQRA ,12,10001 ...

~
−ΩΩ==   (ebenfalls Hessenberg-Form) 

 
 
Ergebnisse : 
- Anwendung des QR-Algorithmus auf Hessenberg-Matrix liefert eine Folge von Hessenberg-Matrizen. 

- Rechenaufwand : pro Iterationsschritt )( 2nO  für )1(2 −⋅ n  Givens-Rotationen 
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Ist A  symmetrisch und tridiagonal , so reduziert sich der Rechenaufwand pro 
Iterationsschritt auf )(nO . 

 
 
Satz 6.14 : Konvergenz des QR-Algorithmus (siehe 5.7 in Numerik1-Skript) 

geg.: nnRA ×∈  symmetrisch und mit den Eigenwerten nλλ ,...,1  , wobei nλλλ >>> ...21 . 

 
Für die Matrizen kk RQ ,  und kA  gilt : 

a) IQkk
=

∞→
lim  

b) ( ) kknkk
AdiagQ

∞→∞→
==Λ= lim,...,lim 1 λλ  

c) 












=

k

j

ik
ij Oa

λ
λ)(

  für ji >  

 
Beweis zu a) : 

 Es gilt 321321
kk S

k

P

k
k RRQQA 11 ......=  , denn für 1=k  ist dies trivial und für 1>k  folgt aus 

 kk
k SPA =   wegen  kkk

A

TT
kkkk APPQAQQQRQA 1

11111 ......
2

−

=

+++ === 321    auch 

 { 1111
1

1

++++
+ ====

+

kkkkkkk

AP

k
kk SPSRQPSAPAAA

kk

 

 kP  ist orthogonal , kS  ist obere Dreiecksmatrix. 

 ⇒  kk
k SPA =  ist (eine) QR-Zerlegung von kA . 

 
 
Bemerkung 6.15 : Allgemeine Konvergenzaussagen 
a) Der QR-Algorithmus konvergiert auch für mehrfache Eigenwerte. 
b) Falls unterschiedliche Eigenwerte denselben Betragswert haben , so konvergieren die kA  nicht gegen Λ  ,  

sondern es bleiben 22 ×  Blöcke entlang der Hauptdiagonalen stehen (Jordan-Blöcke?). 
Man kann die Eigenwerte trotzdem aus diesen Blöcken ausrechnen. 

 
 
Bemerkung 6.16 : Verbesserung des QR-Algorithmus durch Shift-Technik 
a) Modifikation : 

kkkk RQIA =− λ
~

 

QR-Zerlegung für ik λλ ≈
~

 

IQRA kkkk λ
~

1 +=+  

Es gilt ( ) kk
T
kkkkk

T
kk QAQIQIAQA =+−=+ λλ

~~
1  

1+⇒ kA  und kA  sind einander ähnlich. 

 
b) Konvergenz 

Analog zu Satz 6.14 zeigt man unter Verwendung von ( ) ( ) 111 ......
~

...
~

RRQQIAIA kkk =−⋅⋅− λλ  















−
−

⋅⋅
−
−

=
kj

ki

j

ik
ij Oa

λλ
λλ

λλ
λλ

~
~

...~
~

1

1)(
 ji >∀  

Falls il λλ ≈
~

  ( )1≥l  , so ergibt sich eine Konvergenzbeschleunigung. 
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c) Implementierung : Expliziter Shift (nach Wilkinson) 

 Ziel : 
)1(

,
)1(

1, 0 ++
− ⇒≈ k

nn
k

nn aa  ist eine sehr gute Näherung für Eigenwert von A  

 Wähle kλ
~

 als denjenigen Eigenwert von 22
)(

,
)(

1,

)(
,1

)(
1,1 ×

−

−−− ∈









R

aa
aa

k
nn

k
nn

k
nn

k
nn  , der näher an 

)(
,

k
nna  liegt. 

 ⇒  Konvergenz von  0)(
1, →−

k
nna   und  )()(

, Aa i
k

nn λ→   quadratisch und häufig sogar kubisch. 

 Berechnung des Eigenwertes )(Aiλ  in der Regel mit )(nO  Rechenoperationen. 

 
 Erweiterung auf nichtsymmetrische Matrizen mit konjugiert komplexen Eigenwerten : 
 Implizite Shift-Technik (nach Francis) – ermöglicht rein reelle Berechnungen 
 
d) nächste Eigenwerte und Abbruchkriterium 

Deflation : Ist )(max )(
,

1
epsOa k

jn
nj

=
<≤

  , so ist 
)(

,
k

nna  eine gute Näherung für einen Eigenwert von A . 

 

Der QR-Algorithmus wird mit ( ) )1()1()1(:1,)1(:1 −×−∈−−= nn
k RnnAA  fortgesetzt. 

(D.h. letzte Zeile und letzte Spalte weglassen.) 
Falls  2=n   , so werden die letzten beiden Eigenwerte explizit berechnet. 

 
e) Gesamtaufwand für symmetrische Matrizen 

- 





 3

3
4

nO  Rechenoperationen für Transformation auf Tridiagonal-Form 

- )()( 2nOnOn =⋅  Rechenoperationen für QR-Algorithmus 
 
f) Berechnung der Eigenvektoren 

Λ=⇒Λ= UAUUUA T  

⇒  Spaltenvektoren von U  sind die Eigenvektoren von A  

APAPT ~=   (Transformation auf Tridiagonalgestalt) 
TTT

kkk QQQAQQQAA 011100 ......
~

+==  

k
T QQQPU ...10=⇒  

 
 
 
Beispiel 6.17 : QR-Algorithmus mit Shift-Technik 
 























=

010
131

161
191

0112

L
M

M
L

A  

 
k  )(

4,5
ka  

)(
5,5

ka  kλ
~

 

1 -4.5 E-3 0 -0.302776 
2 1.1 E-10 -0.316869 -0.316876 
3  -0.316876 -0.316876 
4 9.1 E-23 -0.316876 -0.316876 

 

316876.05 −≈⇒ λ  
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Fortsetzung mit der Matrix )4:1,4:1(4A  : 

181.1)6(
3,4 −−=⇒ Ea  98386.24 ≈⇒ λ  

 
Fortsetzung mit der Matrix )3:1,3:1(6A  : 

208.1)8(
2,3 −=⇒ Ea   0.63 ≈⇒ λ  

 

Explizite Berechnung der beiden letzten Eigenwerte aus )2:1,2:1(8A  : 

01614.92 ≈λ  , 316876.121 ≈λ  
 
 
Zum Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeiten : QR-Algorithmus ohne Shift-Technik 

0337458.0)12(
1,2 =a  

011408.0)12(
2,3 =a  

316876.0)12(
3,3 −=a  

Konvergenzgeschwindigkeit entspricht wegen 1.0
4

5 ≈
λ
λ

 den Abschätzungen von Satz 6.14. 

 
 
 
 
 
6.4 Lancosz-Methoden 
 
Bemerkung 6.18 : Eigenwertprobleme als Extremwertaufgaben 

Zu einer symmetrischen Matrix nnRA ×∈   und nRx ∈ \ }0{  bezeichnet 

xx

Axx
x

,

,
:)( =µ  den Rayleigh-Quotienten. 

 

 Es gilt :   )()(min min0
Ax

x
λµ =

≠
   und   )()(max max0

Ax
x

λµ =
≠

 mit dem kleinsten bzw. größtem 

Eigenwert von A . 
 

 Denn A  ist diagonalisierbar :  TUUA Λ=  mit  ),...,( 1 ndiag λλ=Λ   , so dass 

wegen Λ=AUU T   für  xUy T=:   folgt  : 

xxxUUxxUxUyy TTTT ,,, ===  und 

∑
=

=Λ===
n

i
ii

T yyyAUyUyAUyUyAxx
1

2,,,, λ  

 
Idee : 

 Approximiere  { }0,:)(min)(min ≠∈= xRxxA nµλ   durch  { }0,:)(min ≠∈ xVxx kµ  mit 

 einem niedrigdimensionalen Unterraum n
k RV ⊂ . Analog )(max Aλ . 

 
Ansatz : 

 Krylovraum   { }xAAxxspanAxKxVV k
kkk

1,...,,),()( −===  
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Bemerkung 6.19 : Lanczos-Algorithmus 
nnT RAA ×∈=  

Bestimmen einer Orthonormalbasis   lvv ,...,1   von ),()( AxKxV ll =  mittels Drei-Term-Rekursion. 

(Effizienter als z.B. Gram-Schmidtsches -Verfahren) 
 

0:0 =v      , 
2

1 :
x
x

v =  

for  )1(:1 −= lk  

 kkk Avv ,:=α  

 11 : −+ −−= kkkkkk vvAvw βα    ( 1β  nicht nötig , da 00 =v ) 

 
211 : ++ = kk wβ  

 
1

1
1 :

+

+
+ =

k

k
k

w
v

β
 , falls 01 ≠+kβ  

 Abbruch , falls 01 =+kw  

endfor 
 
 
 
 
In Matrixschreibweise :  kkk TQAQ =   mit 

[ ] kn
kk RvvvQ ×∈= ,...,, 21   und  



























=

−−

kk

kkk

kT

αβ
βαβ

βαβ
βαβ

βα

11

433

322

21

OOO
 

 

Es gilt :   k
T
kk AQQT =   , jedoch sind A  und kT   einander nicht ähnlich.  ( )nk <  

 
 
zu zeigen : 

a) { }11 ,..., +∈ k
k vvspanxA  

b) 0,1 =+ jk vw   ( )kj ,...,1=  

 
Beweis : 

zu a) Folgt aus  k
k

k rxAw +⋅=+ γ1    mit einem 0≠γ   und einem  ),( AxKr kk ∈  

 Nachweis mittels vollständiger Induktion 
 
zu b) 

 
4342132143421

1für    0

1

für    0 wegen ,

1 ,,,,
−≠=

−

<==−=

+ −−=
kj

jkk

kj

jkk

AAAvv

jkjk vvvvvAvvw
T

jk

βα  

 { }1211 ,...,,),( ++ =∈ jjj vvvspanAxKAv  ⇒  Skalarprodukt 0=   für  1−< kj  

 d.h. ,  0,1 =+ jk vw   für  2,...,2,1 −= kj  

 
 Fall  1−= kj  : 



 11 

 11 , −+ kk vw  
434214444 34444 21

1

11

  von  Def.  obige  siehe

2111 ,,
=

−−−−−− −++= kkk

w

kkkkkk vvvvwv
k

ββα  

    kkk Avv β−= −1,  

    kkk wv β−= ,  

    0=  , da kkk vw β=   und  1, =kk vv  

 
 Fall  kj =  : 

  0,0,,,1 =−=⋅−−=+ kvkkkkkkkkk k
AvvvAvvvw αβα  

 
 
 
 
Anwendung : 

Zu  kRu ∈   betrachte  n
kk RAxKuQy ⊂∈= ),(   , dann ist 

uQuQyy kk ,, =  uuuQQu k
T
k ,, ==  und 

uTuuAQQuuAQuQAyy kk
T
kkk ,,,, ===  

Also ist 

)(
,

,
min

,

,
min min

00
)(

)(
min k

k

u
Ru

y
xVy

k T
uu

uTu

yy

Ayy
k

k

λλ ===
≠
∈

≠
∈

 

Analog ist )(max
)(

max k
k Tλλ = . 

 

 Wegen  1+⊂ kk VV   folgt weiterhin  
)(

min
)1(

min
kk λλ ≤+

  und  
)(

max
)1(

max
kk λλ ≥+

. 

 
 
 
Satz 6.20 : Eigenwertberechnung mittels Lanczos-Verfahren 
 
Sei A  eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten  nλλ ≤≤ ...1   und zugehörigen orthonormalen 

Eigenvektoren  nηη ,...,1 . 

Aus dem Lanczos-Verfahren zum Startwert 0≠x  ergibt sich eine ONB  kvv ,...,1   von  ),()( AxKxV kk =  , 

sowie die Tridiagonalmatrix  kk
k RT ×∈   mit den Eigenwerten  kµµ ≤≤ ...1 . 

Dann gilt : 









−

−
+

∀−
−≥≥

−

−
−

11

12
1

1
2

1

21

)),((tan)(

λλ
λλ

ηλλ
λµλ

n

nn
k

nn
nkn

T

v
  mit dem Tschebyscheff-Polynom  1−kT . 

 
 
 
 
 
 
6.5 Singulärwertzerlegung 
 
Satz 6.21 

Sei nmRA ×∈ . Dann gibt es zwei orthogonale Matrizen  mmRU ×∈   und  nnRV ×∈   , 

so dass  ( )p
T diagAVU σσ ,...,1=Σ=    mit   ),min( nmp =   und  0...1 ≥≥≥ pσσ . 
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Diese Zerlegung  Σ=AVU T   heißt Singulärwertzerlegung  von  A   und die iσ   sind die 

Singulärwerte von A . 
 
 
Beweis mittels vollständiger Induktion 
 
zu zeigen : 

 Es gibt orthogonale Matrizen  11 ,VU   mit  







=

B
AVU T

0
01

11

σ
  , wobei  )1()1( −×−∈ nmRB   ist. 

 Sei  
2121

2

max: AvA
v =

==σ   , dann gibt es Vektoren mn RuRv ∈∈ 11 ,   mit 

1
21 =v  , 

11
1

1
:

Av
u

σ
=  , 1

21 =u  

und  }{,}{ 11 uv  können zu orthogonalen Matrizen [ ] [ ]mn uuUvvV ,...,,,..., 1111 ==  erweitert werden. 

 
 

 [ ] [ ] 







=⋅===

B
w

AvAvuAvAvAvUAVUA
T

nn
TT

0
,...,,,...,,: 1

21211111

σ
σ  

 

 ( wegen  1111 )( σσ =uU T   und  01 =j
T uU    für   mj ,...,2= ) 

 mit einem 1−∈ nRw   und einer Matrix  )1()1( −×−∈ nmRB . 
 

 Wegen  )(max2
CCC Tλ=   gilt  

( ) ( ) ( ) ( )AAVAAVAVUUAVAAA TTTTTTT
max11max1111max11max

2

21 )( λλλλ ====  

      (wegen Ähnlichkeit der Matrizen) 

 2
1

2

2
σ== A  

 
 ⇒  

 
2

2

1

2

2

1
1

2

21
2

1


















⋅

≥=

w

w
A

A
σ

σ

σ   (Verträglichkeit von Matrix- und Vektornorm) 

 
( )

ww
ww

ww
ww

ww

T
T

T

T

T

+=
+

+
≥

+








 +

= 2
12

1

22
1

2
1

2

2

2
1

σ
σ

σ
σ

σ
M

 

 

 0=⇒ w  , 







=

B
AVU T

0
01

11

σ
 

 
 
 
 
Bermerkung 6.22 : Eigenschaften der Singulärwertzerlegung 

Für die in Matrix 6.21 konstruierte Matrixzerlegung Σ=AVU T  gilt : 



 13 

a) iii uAv σ=  , iii
T vuA σ=   ( )pi ,...,1=  mit 

 den Spaltenvektoren  muu ,...,1   von  U   und  nvv ,...,1   von  V . 

 
b) Es ist  0...... 121 ===>≥≥≥ + prr σσσσσ  ⇔  rArang =)(  

 { }nr vvspanA ,...,)ker( 1+=  

 { }ruuspanAim ,...,)( 1=  
 

c) 
21 A=σ  

 

d) ∑∑∑
== =

=Σ==
p

i
i

m

i
F

n

j
ijF

aA
1

2

1

2

1

22
σ  

 

e) 
n

AAA
σ
σ

κ 1

2

1
22 )( =⋅= −   für reguläre  nnRA ×∈  

 

f) AAT   hat die Eigenwerte  
22

1 ,..., pσσ   zu den Eigenvektoren  pvv ,...,1  

 AAT   hat die Eigenwerte  
22

1 ,..., pσσ   zu den Eigenvektoren  puu ,...,1  

 
weitere Eigenschaften : 

- Gegeben sei eine Matrix  nmRA ×∈   und orthogonale Matrizen  mmRP ×∈   , nnRQ ×∈ . 

Dann haben  A   und  PAQB =:   die gleichen Singulärwerte. 

- Sei  ( )0,...,0,,...,1 r
T diagAVU σσ=Σ=   die Singulärwertzerlegung einer Matrix  nmRA ×∈  

mit rArang =)( . 

Dann ist die Pseudoinverse  mnRA ×+ ∈   gegeben durch  TUVA ++ Σ=  

mit  







=Σ+ 0,...,0,

1
,...,

1

1 r

diag
σσ

 

  (Penrose-Axiome  bAxAAAA ++ == , ) 
 
Bemerkung : Bi-Diagonalisierung rechteckiger Matrizen 

geg. :  nmRA ×∈  , nm ≥  

ges. : orthogonale Matrizen  mmRP ×∈   , nnRQ ×∈   mit 

 

































=














 ∈
=

×−

×

00

00
........
*
*

**

0
...

)(

L
MM

L

O
OO

nnm

nnRB
PAQ   , =B Bi-Diagonalmatrix 

 
Vorgehensweise : 
 Wähle 1P  als Householder-Spiegelung , welche die erste Spalte von A   in ein Vielfaches des ersten 
 Einheitsvektors transformiert. 
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

















=

**0

**0
***

1

L
MMM

L
L

AP  

 Wähle 1Q  als Householder-Spiegelung so , dass 



















=

***0

***0
00**

11

L
MMMM

L
L

AQP  

 (Die erste Komponente des Spiegelungsvektors in 1Q  wird 0=  gesetzt.) 

 ⇒  1. Spalte von AP1  bleibt unverändert 
 Mittels vollständiger Induktion erhält man die Bi-Diagonalgestalt. 
 

 4342143421
Q

n

P

n QQAPP
B

PAQ
:

21

:

11 ......
0

=

−

=

−=







=  

 
 
Singulärwertzerlegung (bidiagonaler Matrizen) - Algorithmus : 
siehe „chasing“ / “bulge chasing“. 
MATLAB-Befehl : svd (single value decomposition) 
 

Idee : Anwendung des QR-Algorithmus auf BBT  ohne explizite Berechnung von BBT  
 (Anwendung von Givens-Drehungen) 
 
 
 
TODO : genaue Beschreibung 
 
 
 
Ergebnis : 

 Bi-Diagonalmatrix  T
nn

T
nn BB ,12,12,1,11 ...

~
...

~
−− ΩΩΩΩ=  

 Die Transformation  11 BBBB TT →   entspricht dem ersten Schritt des QR-Algorithmus angewendet 

auf  BBT  , jedoch ohne explizite Berechnung von BBT . 
 

 Nach Satz 6.14 konvergiert  k
T
k BB   gegen  ( ) ΣΣ==Λ T

ndiag 22
1 ,...,σσ  

 

 Σ→
∞→kkB  

 
Aufwand :  für quadratische Matrizen ( )nm =  

- )(
3
4 23 nOn +  Rechenoperationen für Reduktion auf Bi-Diagonalgestalt  

- )( 2nO  Rechenoperationen für den modifizierten QR-Algorithmus 
 
 
7. Interpolation 
Problemstellung : 
Gegeben seien diskrete Funktionswerte und ggf. Ableitungen einer Funktion  RRf →:  an den 

Stützstellen it  ( )ni ,...,1,0=  
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Und zwar  )(),...,('),( )(
i

c
ii tftftf i   mit einem  0≥ic   (=Stützwerte) 

 

 
 Abb : Beispiel für die zwei Fälle 0=ic  und  1=ic       (im ersten Fall z.B. quadratisches Polynom) 

 
 
Gesucht : Eine Approximation von f  durch eine mit wenig Aufwand und numerisch stabil auswertbare 

Funktion ϕ  , wie z.B. 
- Polynome 
- stückweise Polynome  (bei sehr vielen Stützstellen Aufteilung) 
- trigonometrische Funktionen 
- Exponentialfunktionen 
- rationale Funktionen 

 
 

Interpolationsbedingungen : )()( )()(
i

j
i

j tft =ϕ  , 







=
=

ni
cj i

,...,1,0
,...,1,0

 

 
 
7.1 Klassische Polynominterpolation 
 
Satz 7.2 : Interpolationspol ynome 
Zu beliebigen 1+n  Stützpunkten  ( )ii ft ,   ,  ( )ni ,...,1,0=    mit  jitt ji ≠∀≠    gibt es genau ein Polynom 

höchstens n-ten Grades 

 { }RatataatttP i
n

nn ∈+++==Π∈ ,...)(:)()( 10ππ   mit 

 ( )niftP ii ,...,1,0,)( ==  

     (Zusammenhang siehe Vandermonde Determinante) 
Beweis : 
 a) Eindeutigkeit 
  Gilt für  nPP Π∈21 ,  )()( 21 iii tPftP ==  für  ni ,...,1,0=     , so hat das  

  Polynom  nPP Π∈− 21   wegen  0)()( 21 =− ii tPtP   mindestens  1+n   verschiedene 

  Nullstellen. 
  =−⇒ 21 PP  Nullpolynom 

  21 PP =⇒  
 b) Existenz 
  Konstruiere Lagrange-Polynome  ( )niL ni ,...,1,0=Π∈  

  mit  


 =

=
sonst

kifür
tL ki 0

1
)(  ikδ=  
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  ∑
=

=⇒
n

i
ii tLftP

0

)()(  

  Lagrangesche Darstellung des Interpolationspolynoms : 

  ∏
≠
= −

−
=

n

ij
j ji

j
i tt

tt
tL

0

)(  
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )niiiiiii

nii

tttttttttt
tttttttttt
−−−−−

−−−−−
=

+−

+−

......
......

1110

1110  

     
)(')(

)(

ii ttt
t
ω

ω
⋅−

=  mit dem Knotenpolynom 

     ))...()(()(:)( 10
0

n

n

j
j ttttttttt −−−=−= ∏

=

ω   q.e.d. 

 
Hinweis : 

 { }nLLL ,...,, 10   ist Orthonorma lbasis bezüglich  ∑
=

⋅=
n

i
ii tQtPQP

0

)()(:,  

 
 
Bemerkung 7.3 : Interpolationspolynom 
a) Das (eindeutig bestimmte) Polynom  P   aus Satz 7.2 heißt Interpolationspolynom 

zu den Stützpunkten  ( )ii ft , . 

b) Als Abbildung  nbaCP Π→321
Fktstetigen  

der  Menge

],[:  mit  bta i ≤≤   besitzt die klassische Polynominterpolation 

die Kondition  ∑
=

∈
=

n

i
i

bat
abs tL

0
],[

)(maxκ  . 

Diese sogenannte Lebesgue-Konstante hängt von der Lage der Stützstellen  ntt ,...,0   in  ],[ ba   ab 

und wird besonders klein für die Tschebyscheff-Knoten. 
 
 
 
Beispiel 7.4 : Lagrange-Polynome 
geg,: ( ) ( ) ( )2,3,3,1,1,0  

 

)3)(1(
)3)(1(

)(0 −−
−−

=
tt

tL  , 
)2(1
)3(

)(1 −⋅
−⋅

=
tt

tL  , 
23

)1(
)(2 ⋅

−⋅
=

tt
tL  

)(2)(3)()( 210 tLtLtLtP ⋅+⋅+=  
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Bemerkung 7.5 : Algorithmus vo n Aitken-Neville 

geg.: ( ) ( )nift ii ,...,1,0,, =  

ges.: )(tP   effizient 
 
Bezeichnungen :  

- Zu 11 +≤+ nk   seien  paarweise  Indizes  ji   definiert mit  kj ,...,1,0=   und  { }ni j ,...,1,0∈ . 

- kiii k
PPP Π∈,...,,

10
  seien die Interpolationspolynome mit  iiii ftPP

k
=)(,...,

0
    für  kiii ,...,0=  

 
Eigenschaften : 

a) ii ftP =)(  

b) 
( ) ( )

0

1010

0

)(,...,)(,...,
)(,...,

ii

iiiiii
ii tt

tPPtttPPtt
tPP

k

kkk

k −

−−−
= −   , 

denn beide Ausdrücke nehmen für  
jitt =   den Wert  

jif   an und sind Polynome aus  kΠ . 

 
 
 
 
 
 
 
Rechenschema : für n=3 
 

 0=k  1=k  2=k  3=k  

0t  )(00 tPf ≡  ...)(01 =tP    

1t  )(11 tPf ≡   ...)(012 =tP  )()(0123 tPtP =  

2t  )(22 tPf ≡  ...)(12 =tP  ...)(123 =tP   

3t  )(33 tPf ≡  ...)(23 =tP    

 
 
 
 
 
 
 
Beispiel : Stützpunkte ( ) ( ) ( )2,3,3,1,1,0  
 

 0=k  1=k  2=k  
0  1 

5
01

1)12(3)02(
)2(01 =

−
⋅−−⋅−

=P  
 

1 3   

3
10

03

5)32(
2
5

)02(
)2(012 =

−

⋅−−⋅−
=P  

2  2  

2
5

13
3)32(2)12(

)2(12 =
−

⋅−−⋅−
=P

 

 

 
 
 
 
 
kurz : 
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 kkikiii TP ,,...,1, : +++ =  ii fT =⇒ 0,  

 kiii TP ,,...,1 :=−       
( ) ( )

kii

kiikiki
ki tt

TttTtt
T

−

−−−−

−

−−−
= 1,11,

,  

 
 

 

1

1,11,
1,,

−
−

−
−

+=
−

−−−
−

i

ki

kiki
kiki

tt
tt

TT
TT    , ik ≤≤1  , 0≥i  

 
 
Speicherschema für k=3 : 

 
(Gleiche Formen belegen gleichen Speicherplatz.) 
 
 
Implementierung : 
 Bezeichnung :  kij TT ,:=  mit kij −=  

 
 for ni :0=  

    ii fT =:  

     for 0:1:1 −−= ij  

          









−

−

−
−

+= +
+

1

: 1
1

i

j

jj
jj

tt

tt
TT

TT  

     endfor 
 endfor 
 
 
 
 
Bemerkung 7.6 : Dividierte Differenzen 
Idee : 

110 ,...,, −kiiiP   und  
kiiiP ,...,, 10

  haben jeweils denselben Funktionswert in  
11

,...,,
−kiii ttt . 

 
kkkk iiiiiiiiiiii ftttttttPtP ,...,,,...,,,...,, 1011011010

))...()(()()(
−−

−−−+=⇒   mit einem Rf
kiii ∈,...,, 10

 . 

 

0

11011

10

,...,,,...,,
,...,,

ii

iiiiii
iii tt

ff
f

k

kk

k −

−
= −  

 
Eigenschaften : 

kiiif ,...,, 10
 ist invariant gegenüber Permutationen der Indizes kiii ,...,, 10  , da )(,...,, 10

tP
kiii  durch die 

Interpolationsbedingungen 
jj ii ftP =)(   , ( )kj ,...,1,0=  
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eindeutig und von der Reihenfolge der 
jit  unabhängig festgelegt ist. 

 
 
Steigungsschema : 

 
iki

kiikii
kiii tt

ff
f

−

−
=

+

−+++
++

1,...,,...,1
,...,1,  

 
  

 0=k  1=k  2=k  

0t  0f  

01

01
01 tt

ff
f

−
−

=  
 

1t  1f   

02

0112
012 tt

ff
f

−
−

=  

2t  2f  

12

12
12 tt

ff
f

−
−

=  
 

 
 
 
Beispiel : Stützpunkte ( ) ( ) ( )2,3,3,1,1,0  
 

    
0  1 

2
01
13

=
−
−

 
 

1 3   

6
5

03

2
2
1

−=
−

−−
 

3  2  

2
1

13
32

−=
−
−

 
 

 
 
 
Implementierung : 
 
 for 0:1: −= ni  

    ii fa =:  

     for nij :1+=  

         
ij

jj
j tt

aa
a

−

−
= −1

 

     endfor 
 endfor 
 
 
 
 
Bemerkung 7.7 :  Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms  
Aus Bemerkung 7.6 erbibt sich rekursiv die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms : 
 

)()( ,...,1,0 tPtP n=  nnn ftttttttP ,...,1,01101,...,1,0 ))...()(()( ⋅−−−+= −−  

   ...=  
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   nn fttttttfttttfttf ,...,1,01102,1,0101,000 ))...()((...))(()( −−−−++−−+−+=  

   )])()((...)()[( ,...,1,011,...,1,022,1,011,000 nnnn fttfttfttfttf −−− −+−++−+−+=  

 
 
Beispiel : Stützpunkte ( ) ( ) ( )2,3,3,1,1,0  
 

 













−⋅−+−+=

6
5

)1(2)0(1)( tttP  

 
3

10
3
7

1
6
5

221
6
5

)12(2)02(1)2( =+=





 −+=














−−+−+=P  

 
 
 
Implementierung : Newton-Horner-Schema 
 
 naP =:  

 for 0:1:1: −−ni  

    ii attPP +−⋅= )(:  

 endfor 
 
 
 
 
Satz 7.8 : Restglied der Polynominterpolation 

 Gegeben seien  RbaCf n →+ ],[: 1   und das Interpolationspolynom  )(tP  zu den 

 Stützstellen  ( ))(, ii tft  , ni ,...,1,0=  mit 1+n  paarweise voneinander verschiedenen 

Stützstellen ],[ bati ∈  , ni ,...,1,0=  

 

Zu jedem  ],[ bat ∈  gibt es ein ],[ ba∈τ  mit  
)!1(

)()(
)()(

)1(

+
=−

+

n
ft

tPtf
n τω

 = Restglied , 

mit  ))...()((:)( 10 nttttttt −−−=ω  und )(tττ = . 

 
 
Folgerung 7.9 : Eigenschaften der dividierten Differenzen 
a) Unter den Voraussetzungen von Satz 7.8 gilt für jedes  ],[ bat ∈  : ],,...,,[)()()( 10 ttttfttPtf n⋅=− ω  , 

wobei ],,...,,[ 10 ttttf n  die dividierte Differenz 1,...,1,0 +nf  zu den 2+n  Stützpunkten ( ))(, ii tft , ( ))(, tft  

bezeichnet. 

b) Es gilt 
!

)(
],...,,[

)(

10 n
f

tttf
n

n
τ

=  für ein ],[ ba∈τ . 

c) Für nf Π∈  ist 0],...,,,...,,[ 110 ≡++ knnn tttttf   , 0>k  

 
 
 
Beispiel 7.10 : Restglied der Polynominterpolation 

 ttf sin)( =  , 
10
π

⋅= iti  , 5,...,1,0=i  , 5=n  

 )sin)()...()((
720
1

)(sin 510 τ−−−−=− tttttttPt  
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 :
2

,0 



∈

π
t  005.0

10210
3

5
2

2720
1

)(sin
5

6222

≈
⋅

=





















≤−

ππππ
tPt  

 
 
beachte : Ausserhalb des Intervalls ( )iiii

tt max,min   („Extrapolation“) 

  häufig sehr große Fehler ( )1)( >>tω . 

 
 
 

Betrachte eine Folge ( )m∆  von Intervallteilungen mit { }bttta m
n

mm
m m

=<<<==∆ )()(
1

)(
0 ...  mit 

zugehörigen Interpolationspolynomen );( mtP ∆ . 

 
Satz von Faber : 

Zu jeder solchen Folge existiert ein ],[ baCf ∈  so , dass );( mtP ∆  auf ],[ ba  nicht 

gleichmäßig konvergiert. 
 (D.h. es gibt keine optimale Folge von Stützstellen.) 
 
 
Beispiel : Funktion von Runge 

 
21

1
)(

t
tf

+
=  , ]5,5[],[ −=ba  

 
m

it m
i

10
5)( ⋅+−=  , mi ,...,1,0=  

 
 
 
 
Bemerkung 7.11 : Hermite -Interpolation 

 Interpolationsbedingungen )()( )()(
i

j
i

j tftP =  , 







=
=

icj
ni

,...,1,0
,...,1,0

 

 
klassische Hermite-Interpolation : 

 rP Π∈   mit  ∑
=

+=
n

i
i ncr

0

 

 
 
 
Lagrange-Darstellung : 
 Bestimme  rij tL Π∈)(   mit 

 


 ==

=
sonst

ljundkifalls
tL k

l
ij 0

1
)()(

 

 ⇒  

 ∑∑
= =

=
n

i

c

j
iji

j
i

tLtftP
0 0

)( )()()(  

 
 
 
Newtonsche Darstellung : 

 Knoten mehrfach angeben , Steigung ],[ ii ttf  ersetzen durch vorgegebene Daten )(' itf  , 
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 ],,[ iii tttf  ersetzen durch vorgegebene Daten )(''
2
1

itf  , ... usw. 

 
 
Beispiel 1 : 

 Interpolationsbedingungen ii ftP =)(    ,  ')(' ii ftP =    ,  '')('' ii ftP =   , 1,0=i  

 Steigungsschema : 
 
  

     

0t  0f  '000 ff =  ''
2
1

0000 ff =  
 

0t  0f  '000 ff =   

01

000001
0001 tt

ff
f

−
−

=  

0t  0f  

01

01
01 tt

ff
f

−
−

=  
01

0001
001 tt

ff
f

−
−

=  
... 

usw. 

1t  1f   

01

0111
011 tt

ff
f

−
−

=  
 

1t  1f  '111 ff =    

1t  1f  '111 ff =  ''
2
1

1111 ff =  
 

 

000111
2

1
3

000011
3

00001
3

00
2

0000 )()()1()()(''
2
1

)(')()( fttttftttfttfttfttftP ⋅−−+⋅−−+⋅−+⋅−+⋅−+=

 
 
 
Beispiel 2 : Taylorpolynom 

 Interpolationsbedingungen )()( 0
)(

0
)( tftP kk =  , 0,...,1,0 ck =  

 ∑
=

−=
0

0
00

)( ))((
!

1
)(

c

k

kk tttf
k

tP  

 
 
 
 
Bemerkung 7.12 : stückweise Hermite-Interpolation 
Problem  : Polynome hoher Ordnung neigen zu Oszillation 
Kompromiss : Approximierende Funktionen , die  nicht unendlich oft stetig differenzierbar sind 
 
Intervallgitter : { }btttat mi =<<<==∆ ...:: 10   auf  ],[ ba  

 
Approximation von  Rbaf →],[:   durch ein ϕ  aus dem Hermiteschen Funktionenraum 

{ }],[: 1)( baCH −
∆ ∈= νν ϕ  , 

],[],[ 11 ++
=

iiii ttitt
πϕ   („eingeschränkt auf“) 

für ein 12 −Π∈ νπ i  , 1,...,1,0 −= mi . 

 
 
praktisch : 
 Bestimmung der Hermite-Polynome  )(tPi  , 1,...,1,0 −= mi  

 mit  )()( )()(
i

k
i

k
i tftP =  , )()( 1

)(
1

)(
++ = i

k
i

k
i tftP   , 1,...,1,0 −= νk  
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],[],[ 11

:
++

=
iiii ttitt

Pϕ  , 12 −Π∈ νiP  

 
 
 
Auswertung von ϕ  : 

 Bestimme i  mit  1+≤≤ ii ttt  

 Spezialfall : äquidistantes Gitter  
m

abi
ati

)(
:

−
+=  , mi ,...,1,0=  

   



 −

=
h

at
i :   mit  

m
ab

h
−

=:  

 allgemein : binäre Suche 
   0:=i    ,   mi =: ; 
   do 

{ 

 




 +
=

2
:*

ii
i  

 if  
*i

tt ≥   then  *: ii =  

 else  *: ii = ; 
} 
while ( )1>− ii ; 

ii =: ; 
 
 
 
Beispiel : 

 2=ν  , 3Π∈iP  , ],[1 baC∈ϕ  

 

 
 (Polynome hoher Ordnung neigen zum Schwingen zwischen den Stützstellen.) 
 
 
 
Restglied , Fehlerabschätzungen : 
 
 
 
 
Approximation der Ableitungen von  f :  

 )()( )()( tPtf k
i

k −  )(max)(
)!22(!

))(( )2(

],[
1

1

1

τ
ν

ν

τ

ν

ftt
kk

tttt
ii tt

k
ii

k
ii

+∈
+

−
+ ⋅−⋅

−

−−
≤  
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    )(max
)!22(!2

)2(

],[22

2

τ
ν

ν

τν

ν

f
kk bak

k

∈−

−

⋅
−⋅

∆
≤  

 
 
7.2 Spline-Interpolation 
 
Definition 7.13 : Polynomialer Spline 
 Sei { }10 ,..., +=∆ ltt  ein Gitter von 2+l  paarweise voneinander verschiedenen 

Knoten it  mit bttta l =<<<= +110 ... . 

 
Ein polynomialer Spline vom Grad  1−k   (Ordnung k )  bzgl. ∆  ist eine 

Funktion  ],[2 baCs k−
∆ ∈   , die auf jedem Teilintervall  ],[ 1+ii tt   mit 

einem  1−Π∈ kiπ   übereinstimmt  , ),...,1,0( li = . 

 
Bezeichnung :  ∆,kS  := Menge der Splines vom Grad  1−k   bzgl. ∆  

 
Beispiel 7.14 : 
 lineare Splines : Menge der stetigen , stückweise linearen Funktionen ( )∆,2S  

 
 

 kubische Splines : stückweise kubische Funktion , zweimal stetig differenzierbar ( )∆,4S  

 
 
 
Bemerkung 7.15 : Eigenschaften polynomialer Splines 
a) ∆,kS  ist ein Vektorraum 

b) ∆− ⊂Π ,1 kk S    ,     ( )( ) ∆+
− ∈− ,

1
k

k
i Stt     mit  ( )( ) ( )



 ≥−

=−
−

+
−

sonst               0
  falls  

:
1

1 i
k

ik
i

tttt
tt  

c) Bedingungen zur eindeutigen Bestimmung eines kubischen Splines : 
Interpolationsbedingungen :  ii fts =∆ )(  , ( )1,...,1,0 += li  

i) 0)('')('' == ∆∆ bsas    (natürlicher kubischer Spline) 

ii) )()( )()( bsas kk
∆∆ =   ,   2,1,0=k  (periodischer kubischer Spline – nur sinnvoll , falls 10 += lff ) 

iii) ')(',')(' ba fbsfas == ∆∆   (eingespannter kubischer Spline / vollständiger kub. Spline /  

  kubischer Hermite-Spline) 
 
kubischer Spline : 
4 Parameter je Teilintervall 

)1(4 +⋅⇒ l  Koeffizienten 
 

Interpolationsbedingungen = 2+l  

aus 2C  folgen l3  Bedingungen 

2)1(4 −+=⇒ ∑ l  
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Daher : 2 Bedingungen aus den obigen i)-iii) auswählen 

 
 
d) Die Bedingungen  i)-iii)  führen jeweils zu kubischen Splines  ∆s  , welche die 

Halbnorm 
2
1

2))(''(: 









= ∫∆

b

a

dss ττ    über einer gewissen Klasse von Funktionen minimieren. 

(Krümmung wird minimiert.) 
 
 
 

Bezeichnung :  ( ){ }],[,1,...,1,0  ,  tigabsolutste  ],[  auf  ::],[ 2)()( baLfrkbaffbaK rkr ∈−==  
 

∫⇔∈
b

a

dttvbaLv 22 ))((],[  existiert (siehe Lebesgue/Maßtheorie) 

 
 
Definition Absolutstetigkeit : 
 Rbaf →],[:   heißt  absolutstetig , falls es zu jedem  0>ε   ein  0>δ   gibt , so dass für 

 beliebige  ii ba ,   mit  bbbabaa n ≤<<<<<≤ ...2211   und  δ<−∑
i

ii ab    gilt : 

  ε<−∑
i

ii afbf )()( . 

 
 Absolutstetige Funktionen sind fast überall stetig differenzierbar und es gilt : 

 ∫=−
t

a

dfaftf ττ )(')()(   mit  ],[ bat ∈       sowie    [ ] ∫∫ −=
b

a

b
a

b

a

dttgtftgtfdttgtf )()(')()()(')( . 

 
 
 
 
Lemma 7.16 : Identität von Holladay 

 Ist ],[2 baKf ∈   ,  { }bttta l =<<<==∆ +110 ...    und   ∆∆ ∈ ,4Ss   , so gilt : 

 ( )[ ] ( )[ ] 







⋅−−⋅−−−=− ∑

+

=
∆∆∆∆∆∆

−

+−

1

0

222 0

01
)(''')()()('')(')('2

l

i

t
t

b
a

i

i
tststftststfsfsf  

 
 
 
 
Satz 7.17 : Splines und Interpolierende minimaler Krümmung 
 Zu   { }bttta l =<<<==∆ +110 ...   seien Stützwerte  { }110 ,...,, +lyyy   und ein interpolierender 

 Spline  ∆∆ ∈ ,4Ss   gegeben. 

 

 i) Ist  0)('')('' == ∆∆ bsas     , so gilt für jedes  ],[2 baKf ∈   mit  ii ytf =)(    :   ∆≥ sf . 

 ii) Ist  )()( )()( bsas kk
∆∆ =   , ( )2,1,0=k  , so gilt für jedes  ],[2 baKf ∈  

  mit  )()( )()( bfaf kk =   , ( )2,1,0=k     und  ii ytf =)(    :   ∆≥ sf . 

 iii) Ist  ],[2 baKf ∈    ,  ii ytf =)(    und   )(')(',)(')(' bsbfasaf ∆∆ ==  , so 

  gilt  :  ∆≥ sf . 
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 In jedem der drei Fälle ist  ∆s   eindeutig bestimmt. 
 
 
 
 
Bemerkung 7.18 : Bestimmung der Splinekoeffizienten (für kubische Splines) 

 :,4 ∆S  32
],[

)(
6
1

)(
2
1

)(
1

iiiiiiitt
ttdttcttbas

ii
−+−+−+=

+
∆  mit 

 

 )( ii tsa ∆=    (durch Interpolationsbedingungen vorgegeben) 

)(' ii tsb ∆=  

)('' ii tsc ∆=  

0
)('''

+→∆=
ittii tsd  

 

 Aus  
],[ 1

)(''
+

∆
ii tt

ts   ist linear folgt :  
i

i
i

i

i
i h

tt
c

h
tt

cts 1
1)('' +

+∆

−
−

−
=     mit   iii tth −= +1:  

 ⇒  

 iii
i

i
i

i

i
i AttB

h
tt

c
h
tt

cts +−+
−

−
−

= +
+∆ )(

6
)(

6
)(

)(
3

1
3

1   ( )∫∫ ∆ ''svon  

 
 Interpolationsbedingungen : 

 ii
i

ii fA
h

cts
!2

6
)( =+=∆  

 1

!2

11 6
)( +++∆ =++= iiii

i
ii fAhB

h
cts  

 ⇒  

 i
i

ii c
h

fA
6

2

−=  

 )(
6 1

1
ii

i

i

ii
i cc

h
h

ff
B −−

−
= +

+  

 

 Ausmultiplizieren von  

3

1
3

1 )()()(













−−−=−

=

++ 43421
ih

iiii tttttt   und Koeffizientenvergleich ergibt : 

 ii fa =  

 )2(
6 1

1
+

+ +−
−

= ii
i

i

ii
i cc

h
h

ff
b  

 
i

ii
i h

cc
d

−
= +1  

 
 Bestimmung der ic  :  aus den Stetigkeitsbedingungen für  )(' ts∆  

 )2(
6

)(' 1
1

0 +
+

+∆ +−
−

== ii
i

i

ii
it

cc
h

h
ff

bts
i
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 )(
2

)2(
62

)(' 1
1

111
1

1

1
1

2
1

1110 −
−

−−−
−

−

−
−

−
−−−−∆ −+++−

−
=










++= ii

i
iiii

i

i

ii
i

i
iiit

cc
h

chcc
h

h
ff

d
h

chbts
i

 

 

       i
i

i
i

i

ii c
h

c
h

h
ff

36 1
1

1

1 ++
−

= −
−

−

−  

 
 ⇒  

 
1

11
1

11
1

1

636 −

−+
+

+−
−

− −
−

−
=+

+
+

i

ii

i

ii
i

i
i

ii
i

i

h
ff

h
ff

c
h

c
hh

c
h

  ( )li ,...,1, =  

 mit  )('':1 bsc l ∆+ =  

 natürlicher kubischer Spline :  010 == +lcc  

 
 
 

444 3444 21

M
MOO

" diff(f) " Befehl

11

1

12

2

23

0

01

1

12

2

1

11

2211

110

36

636

63

−=

−+−−


























−
−

−

−
−

−

−
−

−

=











































+

+

+

MATLAB

l

ll

l

llllll

h
ff

h
ff

h
ff

h
ff

h
ff

h
ff

c

c
c

hhh

hhhh

hhh

 

 
 Lösung des Gleichungssystems mittels Cholesky-Zerlegung für tridiagonale Matrizen. 
 
 
 
Fragen : - Eindeutige Lösbarkeit ? 
 - Koeffizientenmatrix positiv definit ? 
 
 
 
 
Lemma 7.19 : Ein Kriterium für die Regularität von Matrizen 

 Gilt für eine Matrix  nnRA ×∈   mit  2=iia    und  1
1

≤∑
≠
=

n

ij
j

ija  ( )ni ,...,1, =  , 

 so ist  A   regulär und  11 ≤∞−A . 

Beweis : 

a) Für Vektoren nRzw ∈,   mit  Azw =   bestimmt man  },...,1{0 ni ∈  so , 

dass 
∞≤≤

== zzz inii 1
max

0
. 

Dann ist  ∑∑
≠
==

∞
⋅−⋅≥⋅=≥

n

ij
j

jjiiii

n

j
jjii zazazaww

0

00000
1

,,
1

,  

  ∑
≠
=

≤≤





 ⋅−≥

n

ij
j

jnjjii zaz

0

00
1

1, max2  

  
∞∞

=−≥ zz)12(    ⇒ Eindeutigkeit 
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b) Im homogenen linearen Gleichungssystem   0=Az   ist : 

Azzw ⇒=⇒=⇒=
∞∞

000  regulär 

 

c) 1supsup
0

1

0

1 ≤==
∞

∞

≠
∞

∞

−

≠∞

−

w

z

w

wA
A

ww
  (wegen a)  ) 

 
 
 
Folgerung 7.20 : Eindeutigkeit des interpolierenden kubischen Splines 
 Duch Vorgabe von genau einer der Bedingungen  i)-iii)  aus Bem. 7.15  ist jeweils ein interpolierender 
 kubischer Spline eindeutig bestimmt. 
 
 
 
Bemerkung 7.21 : Konvergenzeigenschaften kubischer Splines 
 Zum vollständigen kubischen Spline ergibt sich das LGS  ∆∆∆ = bcA    mit 

)2()2( +×+
∆ ∈ llRA    ,   2

110 ),,...,,( +
+∆ ∈= lT

ll Rccccc    ,   2+
∆ ∈ lRb  



























++

++
=

−−

−

∆

21

2

2

12

11

1

10

1

10

0

ll

l

ll

l

hh
h

hh
h

hh
h

hh
h

A OOO        ,      










































 −
−








 −
−

−
+








 −
−

−
+









−

−

=

+
+

−

−+

−

∆

l

ll
l

l

l

ll

l

ll

ll

h
ff

f
h

h
ff

h
ff

hh

h
ff

h
ff

hh

f
h

ff
h

b

1
1

1

11

1

0

01

1

12

10

0
0

01

0

'
6

6

6

'
6

M  

 
 mit  )(':'0 aff =    und  )(':'1 bff l =+ . 

 
 
 
 
 

Abschätzung für   )(''max iii
tfc −    ? 

 

Idee : Einsetzen von  )('' itf   in  ∆∆∆ = bcA   und Abschätzung des Residuums  '': ∆∆∆∆ −= fAbr  

 mit  ( ) 2
110 )('',...,)('',)('':'' +

+∆ ∈= lT
l Rtftftff . 
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Satz 7.22 : Approximationsgüte der zweiten Ableitung 
Mit den Bezeichnungen aus Bem. 7.21 gilt für den vollständigen (eingespannten) interpolierten kubischen Spline : 

 
2

4
3

'' ∆⋅≤≤−
∞∆∞∆∆ Mrfc  , 

sofern ],[4 baCf ∈   und  Mtf ≤)(4        mit  ( )],[ bat ∈    ist. 

 
 
Satz 7.23 : Approximationsgüte vollständiger kubischer Splines 

Gegeben sei eine Funktion ],[4 baCf ∈   mit  Mf ≤
∞

)4(   , sowie ein Gitter { }bttta l =<<<==∆ +110 ...  

mit einer Konstanten  
i

li

ili

h

h
K

≤≤

≤≤≥
0

0

min

max
  . 

Dann gibt es zum vollständigen interpolierenden kubischen Spline ∆s  Konstanten  3210 ,,, CCCC  die 

von ∆  und K  unabhängig sind , und für die gilt : 

 
k

k AKMCtstf
−

∆ ⋅⋅⋅≤−
4)4()4( )()(  , ( )3,2,1,0=k  

mit ],[ bat ∈  , sofern 
)(ks∆  in t  definiert ist. 

 
 
 
Folgerung 7.24 : Gleichmäßige Konvergenz interpolierender Splines 

Zu einer Gitterfolge ( ) 0≥∆ mm   mit   0→∆m    und   ∞<≤
∆

K
h m

j

m

jm
)(

,
sup    konvergieren die vollständigen 

interpolierenden kubischen Splines  ( )
0≥∆ mm

s    gleichmäßig auf  ],[ ba   gegen  ],[4 baCf ∈  , falls  0→∆m   . 

Ebenso konvergieren die Ableitungen von  
m

s∆   gleichmäßig gegen die entsprechenden Ableitungen von f . 

 
 
 
 
Bemerkung 7.25 : B -Splines 

Statt der expliziten Berechnung der Splinekoeffizienten ist häufig eine Darstellung  ∑
−+

=
∆ =

1

0

)()(
kl

i
ii tBts α   mit einer 

geeigneten Basis   { }1210 ,,...,, −+−+ klkl BBBB    von   ∆,ks   mit Koeffizienten  Ri ∈α   vorteilhaft. 

 
 
Beispiel : 

- approximierender Spline  ii fts ≈∆ )(  , ( )mi ,...,1,0=   mit  lm >>  

 

 ( ) min)(
0

2 →−∑
=

∆

m

i
ii fts  

 

 iα⇒   als Lösung eines überbestimmten linearen Gleichungssystems. (vgl. Bem. 4.8) 

 
 
- Spline ∆s  mit zusätzlichen Forderungen wie Nichtnegativität , Monotonie , Konvexität , ... 
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Definition : B -Splines 

Zu einer Knotenfolge   111 ,,,...,,,..., ++++− ririiii τττττ   mit  1+≤ jj ττ  , ( )Zj ∈   und  rii +< ττ  

heisst   ( ) ],...,,[:)( 1
1

, riii
r

tiriri ftB ++
−

+ −= τττττ  

mit  ( ) 11 )()( −− = r
t

r
t ff ττ   ,  



 >−

=−= + sonst
tfürt

tf t 0
:)(:)(

ττ
ττ  

i-ter Spline der Ordnung k . 
 
 
Beispiel : 

 

 )(2,3 tB  - „Hütchenfunktion“ 

 
 1=r  : 

 ( )


 >

==−

sonst       0
für    1

)()( 01 t
ff t

r
t

τ
ττ  

 















>=
−

−

≤≤
−

−

<=
−

−

=

+
+

+
+

+

+
−

1
1

1
1

1

1
1

für        0
00

für      
01

für          0
11

],[

i
ii

ii
ii

i
ii

ii
r

t

t

t

t

ttf

τ
ττ

ττ
ττ

τ
ττ

 

 
 
 
 

Darstellung : ∑=∆
i

ii tBts )()( α  

 
 
 
Rekursive Berechnung : 
 Unter Verwendung der Produktregel für dividierte Differenzen Newtonsche Darstellung des 

 Interpolationspolynoms von  )(1 τ−r
tf   zu Stützstellen  riii ++ τττ ,...,, 1  : 

 ( ) r

ri

is
sisi

r
tr f Π∈−⋅⋅−⋅= ∑

+

=
−

−
− )(...)(],...,[)( 1

1
1 τττττττπ  

 

 Für  ],...,[ riit +∈ ττ   kann  ],...,[1
rii

r
tf +

− ττ   numerisch stabil als konvexe Linearkombination 

 von  ],...,[ 1
2

−+
−

rii
r

tf ττ   und  ],...,[ 1
2

rii
r

tf ++
− ττ   berechnet werden. 
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 Für  it τ<   und für  tri <+τ   fällt  )(1 τ−r
tf   in  ],[ rii +ττ   mit einem Polynom vom Grad  1−≤ r  

 zusammen ⇒ 0],...,[1 =+
−

rii
r

tf ττ . 

 
 Ist  1−+< rii ττ   und  rii ++ < ττ 1   , so folgt : 

 )()()( 1,1
1

1
1,

1
, tB

t
tB

t
tB ri

iri

i
ri

iri

i
ri −+

++

+
−

−+ −
−

+
−

−
=

ττ
τ

ττ
τ

.   (*) 

 
 Zu gegebenem Rt ∈  gibt es höchstens  r   B-Splines  0)(, ≠tB ri . 

 Sei  j   so gewählt , dass  ],[ 1+∈ jjt ττ   ⇒ 0)(, =tB ri      , für  rji −≤   oder  1+≥ ji . 

 
 Schema : 

 
 
 
Beispiel : 
  ii =τ  , ,...)2,1,0( =i  ,      ],[5.3 43 ττ∈=t  , 3=j     (siehe *) 

 
i  \ r  1 2 3 4 

0 0 0 0 1/48 
1 0 0 1/8 23/48 
2 0 1/2 3/4 23/48 
3 1 1/2 1/8 1/48 
4 0 0 0 0 

 

z.B. :  
4
3

8
3

8
3

2
1

2
5.1

2
1

2
5.1

)5.3(
35
5.35

)5.3(
24
25.3

)5.3( 2,32,23,2 =+=⋅+⋅=
−

−
+

−
−

= BBB  

 

:4== kr  
48

2323
)5.3()5.3( 3210

4,
αααα

α
+++

== ∑∆
i

ii Bs  
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Eigenschaften : 
a) Nichtnegativität RttB ri ∈≥ ,0)(,  

b) Lokaler Träger ],[ supp , riiriB +⊂ ττ  

c) RttB
i

ri ∈≡∑ ,1)(,  

d) Zum Gitter  { }btttat li =<<<==∆ +110 ...:   betrachte die Knotenfolge 

atkk ====== −+−+− 00121 :... ττττ  

),...,1(, ljt jj ==τ  

btlklll ===== ++++ 121 :... τττ  

und die B-Splines  )(,...,)(,)( ,,2,1 tBtBtB klkkkk +−+−  

 
 
 
 
 
Satz : (Curry , Schoenberg) 

 Zu  4=k   betrachte  kl +   Interpolationsbedingungen  ∑
+−=

=
l

ki
jkiij Bf

1
, )(ξα  ( )lkj ,...,1, +−=  

 ⇒   Lineares Gleichungssystem der Dimension  kl +   mit Bandmatrix der Breite  k   zur 

  Bestimmung von  lk αα ,...,1+− . 

 

 Elemente der Koeffizientenmatrix :   )(, jkiB ξ   aus obigem Rechenschema , 

      zweckmäßig :  lkk ξξξ <<< +−+− ...21 . 

 
 
 
 
Satz : (Schoenberg , Whitney) 

 Der interpolierende Spline ist genau dann eindeutig bestimmt , wenn  ),...,1(,0)(, lkiB jki +−=≠ξ . 

 
praktisch : für  4=k  
 

 
 
 
z.B. für gerades  k  : 

 2/01 :,: kjjk tt ++− == ξξ  ( )lkkj +−+−= 2,...,12,   ltthd ,...,.. 1  

 
zusätzliche Interpolationsbedingungen : 

 ( ) ( )1101 ,,, +−++− ∈∈ lljljk tttt ξξ   ( )12,...,1, −= kj  
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7.3 Trigonometrische Interpolation 
 
Problemstellung :  Interpolation periodische Daten durch trigonometrische Polynome 
 

:12 += nN  (ungerade) 

  ( )








++=Φ= ∑
=

+

n

j
jjn

N
R jtbjta

a
tT

1

0
12 )sin()cos(

2
:)(:  , R  bedeutet : Rba jj ∈,  

 
:2nN =  (gerade) 

( )












+







++=Φ= ∑

−

=

)cos(
2

)sin()cos(
2

:)(:
1

1

0
2 nt

a
jtbjta

a
tT n

n

j
jjn

N
R  

 
Die komplexe Darstellung kommt ohne Fallunterscheidung aus : 









∈⋅=Φ= ∑
−

=

1

0

,:)(:
N

j
j

ijt
jN

N
C CcectT  

 

Die Ansatzfunktionen  { })sin(),cos(,1 jtjt   bzw.  { }ijte   sind linear unabhängig. 

⇒  Die Interpolationsaufgabe zu  N   Stützstellen  ( ) ( )1,...,1,0,, −= Nkft kk   ist eindeutig lösbar. 

 
Typische Aufgabenstellung : 
Digitale Datenverarbeitung , Datenerfassung im festen Takt 

⇒  äquidistante Knoten , normiert auf  
N

ktk
π2

⋅=  

 
 
 
Bemerkung 7.27 : Trigonometrische Interpolation auf äquidistantem Gitter 

 Zu  
N

ktk
π2

⋅=   sind  N
ikit

k ee k

π

ω
2

: ==   die N-ten Einheitswurzeln  ( )1)( =n
kω  

 
 Die Interpolationsbedingungen  ( )1,...,0,)( −==Φ Nkft kkN   bestimmen  NΦ   mit : 

 



















=



















⋅





















−−
−

−−−

−

−

1

1

0

1

1

0

1
1

2
11

1
1

2
11

1
0

2
00

1

1
1

NN
N

NNN

N

N

f

f
f

c

c
c

MM

L
MMMM

L
L

ωωω

ωωω
ωωω

   , )0(det ≠  

 
 
 
 
Lemma 7.28 : Komplexe und reelle trigonometrische Polynome 

 Gilt für das (komplexe) trigonometrische Polynom  ∑
−

=

=Φ
1

0

)(
N

j

ijt
jN ect   mit  RtRtn ∈∈Φ ,)(  , so gilt : 

 N
RN T∈Φ   mit  jNjjj ccca −+== )Re(2   und  )()Im(2 jNjjj ccicb −−=−=  
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Lemma 7.29 : Eigenschaften der Basisfunktionen 

a) Für die N-ten Einheitswurzeln  N
ij

j e
π

ω
2

:=   gilt :  lk

N

j

l
k

k
j N ,

1

0

δωω ⋅=∑
−

=

−
  . 

b) Die Basisfunktionen  ikt
k et =:)(ψ   der (komplexen) trigonometrischen Interpolation sind orthonormal 

bezüglich des diskreten Skalarprodukts  ( )∑
−

=

⋅=><
1

0

)()(
1

:,
N

j
jj tgtf

N
gf  , d.h.  lklk ,, δψψ >=<   . 

 
 
 
 
 
Satz 7.30 : Lösung der trigonometrischen Interpolationsaufgabe 

Für äquidistante Stützstellen  
N

ktk
π2

=   ist die Lösung der trigonometrischen Interpolationsaufgabe  kkn ft =Φ )(  

gegeben durch : 

 ∑
−

=

=Φ
1

0

)(
N

j

ijt
jn ect  mit  ∑

−

=

−=
1

0

1
:

N

k

j
kkj f

N
c ω  

 
Beweis : 

 )( ln tΦ ∑∑
−

=

=

−

=










==

1

0

21

0

N

j

j

N
il

j

N

j

ijt
j

l

l ecec
43421

ω

π

  - wegen  
N

ltl
π2

=  

  ∑ ∑
−

=

−

=

− ⋅







=

1

0

1

0

1N

j

j
l

N

k

j
kkf

N
ωω   - jc  eingesetzt 

∑ ∑
−

=

−

=

−









⋅=

1

0

1

0

1N

j

N

j

j
l

j
kk N

f ωω  

∑
−

=

⋅=
1

0
,

N

j
lkkf δ     - nach Lemma 7.29a) mit 

k
j

j
k

−− = ωω   ,  
l

j
j

l ωω =  

  ( )1,...,1,0, −== Nlf l  

 
 
 
 
Bemerkung 7.31 : Diskrete Fourier-Transformation 

 Für π2 - periodische Funktionen  )(2 RLf ∈   erhält man mit den Fourierkoeffizienten 

 ∫ −=
π

π

2

0

)(
2
1

:)(ˆ dtetfjf ijt
 Zj ∈,  

 die abgebrochene Fourier-Reihe  ∑
−=

=
n

nj

ijt
n ejftf )(ˆ:)(  . 

 Setzt man für  12 += nN  : jNj cc −− =:   , nj ,...,1=   , so ist 

 ∑∑
−=

−

=

==Φ
n

nj

ijt
j

N

j

ijt
jkN

kk ecect
1

0

)(  . 
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Approximiert man  ∑∫
−

=

≈
1

0

2

0

)(
2

)(
N

k
ktg

N
dttg

ππ

 , 

 

 
 
 

so ergibt sich :  j

N

k

j
kk

N

k

ijt
k cf

N
etf

N
jf k ==≈ ∑∑

−

=

−
−

=

−
1

0

1

0

1
)(

1
)(ˆ ω   (letzter Schritt nach 7.30) 

 
 

Die Abbildung  NN
N CCF →:   mit  ( ) ( ) 1

0

1
0

−

=

−
=

N

jj
N
kk cf a   aus Satz 7.30 heißt Diskrete Fourier-Transformation. 

 

Die Umkehrabbildung ( ) ( ) 1
0

1

0

1 : −
=

−

=

− → N
kk

N

jjN fcF   heißt inverse DFT oder Fourier-Synthese. 

( )







−== ∑

−

=

1,...,1,0,:
1

0

Nkcf
N

j

k
jjk ω  

 
 
 
Anwendung in der Signalverarbeitung : 
Elimination hochfrequenter Komponenten , die häufig durch Messfehler verfälscht (Messrauschen) und darüber hinaus 
die praktische Anwendung oft nicht relevant ist. 
„Abschneiden“ hoher Frequenzen bei Hinzunahme der ersten  maxj   Frequenzen : 

 ∑∑
=

−−
=

+=
maxmax

10

:
~ j

j

k
jNjN

j

j

k
jjk ccf ωω  , )1,...,1,0( −= Nk  

 
Ist das Eingangssignal mit der Frequenz  inputf   abgetastet , so enthält das Ausgangssignal alle Frequenzen 

bis  inputoutput f
N

j
f ⋅=

2

: max   . 

 
Matlab-Befehle : fft , ifft 
 
 
 
Bemerkung 7.32 : Schnelle Fourier-Transformation (FFT) 

Problem :  Standard-Algorithmus zur Auswertung von NF  oder 
1−

NF  erfordert )( 2nO  Rechenoperationen. 

    (Matrix-Vektor-Multiplikation) 
 
 
 
Algorithmus : Cooley-Tuckey : 

 Sei  MN 2=   gerade und  N
i

e
π

ω
2

=  . 
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 Dann gilt für  ∑
−

=

=
1

0

N

k

kj
kj f ωα   :   ∑

−

=

=
1

0
2

M

k

kl
kl g ξα      und     ∑

−

=
+ =

1

0
12

M

k

kl
kl h ξα  

 mit  
2
N

M =   und  2: ωξ =   und  Mkkk ffg ++=:   und  ( ) k
Mkkk ffh ω⋅−= +:  

 

 Mit M2  Additionen und M2  Multiplikationen  ( )k
k

kkk h ωωωωω ⋅=⋅=→ + (...),1  

 wird die Berechnung von N  Summen der Länge N  zurückgeführt auf NM =2  Summen der 

 Länge 
2
N

M =  . 

 

 Die rekursive Anwendung ist besonders einfach für  pN 2=  
 ⇒  

 Der Aufwand zur Berechnung von  110 ,...,, −Nααα    (Analyse oder Synthese) 

beträgt  NN 2log2   Multiplikationen. 
 

Für  8192=N   ist  62 1064)( ⋅≈nO   und  5
2 10log2 ≈NN  . 

 
Speicherschema : 

 wünschenswert : Überspeicherung von )( kf  durch )( jα  ohne aufwendigen Komponententausch , jedoch 

 unter Beibehaltung der einfachen Termstruktur für l2α  und 12 +lα . 

 
 Problem :  Einfaches Überspeichern tauscht Komponenten. 
 Lösung : “Bit-Reversal“ – Reihenfolge der Bits umdrehen 
 

k  
dualk  48 =→= MN  24 =→= MN  

dualk  

0 000 0 0 000 
1 001 2 4 100 
2 010 4 2 010 
3 011 6 6 110 
4 100 1 1 001 
5 101 3 5 101 
6 110 5 3 011 
7 111 7 7 111 

 

 Permutation  }1,...,1,0{}1,...,1,0{: −→− NNσ   mit  ∑∑
−

=
−−

−

=

=






 1

0
1

1

0

2:2
N

l

l
lN

N

l

l
l aaσ  }1,0{, ∈ia  

 Einfache Implementierung durch Bit-Manipulationen. 
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Algorithmus 7.33 : Schnelle Fourier-Transformation (FFT) 

Sei pN 2=  und N
i

e
π

ω
2

=  oder N
i

e
π

ω
2

−
= . 

 
Eingabe : Cfff N ∈−110 ,...,,  

Ausgabe : CN ∈−110 ,...,, ααα  mit ∑
−

=

=
1

0

:
N

k

kj
kj f ωα  

Algorithmus : 
 nN red =: ; ω=:z ; 

 while 1>redN  do 

     ;2/: redred NM =  

      for )1/(:0 −= redNNj  do 

  redNjl ⋅=: ; 

  for )1(:0 −= redMk  do  <- g’s und h’s ausrechnen 

       
redMklkl ffa +++ +=: ; 

       
k

MklklMkl zfff
redred

⋅−= +++++ )(: ; 

       af kl =+ : ; 

  endfor; 
      endfor; 

      redred MN =: ; 

      2: zz = ; 
 endwhile; 
 
 for )1(:0 −= Nk  

      kk f=:)(σα ; 

 
 
 
 
Die FFT ist typisches Beispiel eines ’divide-and-conquer’ – Algorithmus. 
(Ist in Signalprozessoren hardwaremäßig implementiert.) 
 
 
 
Bem. 7.34 : Auswertung trigonometrischer Polynome 

Auswertung von ∑∑
==

n

j
j

n

j
j jtbjta

11

)sin(,)cos(   ? 

Fall ⇒= ktt  iFFT (Synthese) 

Fall :ktt ≠  

 
 
Algorithmus von Goertzel : 
Für  πrt ≠  , ,...)2,1,0( ±±=r   berechnen sich 

 ( )∑
−

=

⋅+−⋅=
1

)1(sin
sin

1
:

n

jk
kj tjky

t
U   , )1,...,1( −= nj  

 mit  ∑
−

=

=⋅
1

1
1 )sin(sin

n

k
k ktytU     und     ∑

−

=

=−⋅
1

1
21 )cos(cos

n

k
k ktyUtU      rekursiv aus : 
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 21 cos2: ++ −⋅+= jjjj UtUyU  , )1,...,2,1( −−= nnj  

 
 mit den zusätzlich initialisierten 0:1 ==+ nn UU  

 
Vorteil :  Statt (n-1)mal muss der Winkelausdruck nur 1mal ausgewertet werden. 

Nachteil :  Obige Drei-Term-Rekursion ist numerisch instabil für  1<<t  : 

  Für  1<<t   ist die Verwendung von tcos  in der rekursiven Berechnung der jU  mittels  

  der Drei-Term-Rekursion nachteilig. (vgl. Bsp. 3.32 Numerik I) 
  Relative Fehler )(uO  in tc cos=  entsprechen einem absoluten Fehler )(uO  in t  , hingegen 

  entspricht einem relativen Fehler )(uO  in t  ein absoluter Fehler ( ) )(uOtuO <<⋅  in t . 

  ⇒  Verwendung von tcos  für 1<<t  vermeiden ! 

 
 
⇒  Verbesserung : gekoppelte Zwei-Term-Rekursion : 
 
Algorithmus von Reinsch 

:0cos  Fall >t  

 0:1 =+nU  

 0:=∆ nU  

 for 0:1:1 −−= nj  

  121 : +++ ∆+= jjj UUU  

  1
2

1 2
sin4: ++ ⋅






−∆+=∆ jjjj U

t
UyU    (*) 

endfor 
 

:0cos  Fall ≤t  

 0:1 =+nU  

 0:=∆ nU  

 for 0:1:1 −−= nj  

  121 : +++ ∆+−= jjj UUU  

  1
2

1 2
cos4: ++ ⋅






+∆−=∆ jjjj U

t
UyU  

 endfor 
 
 

beachte : Der Winkelausdruck muss nur 1mal berechnet werden 
 
⇒  

tUkty
n

k
k sin)sin( 1

1

1

=∑
−

=

 

1
2

2

0

1

1 0cosfür    
2

cos

0cosfür    
2

sin
2)cos( U

t
t

t
t

Ukty
n

k
k ⋅



















≤





−

>







⋅+∆=∑
−

=
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Begründung für (*) : 

11 ++ −=∆−∆ jjjj UUUU  

)( 21 ++ −− jj UU  12 2 ++ −+= jjj UUU  

   1

Goertzel

)1(cos2 +⋅−+= jj Uty  

   11
22

cos2 +⋅







−






 ++= jj U

tt
y  

1
22 1

2
sin

2
cos2 +⋅








−






−






+= jj U

tt
y  

1
22 1

2
sin

2
sin12 +⋅








−






−














−+= jj U

tt
y  

1
2

2
sin22 +⋅














−+= jj U

t
y  

1
2

2
sin4 +⋅






−= jj U

t
y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. Numerische Integration reeller Funktionen 
Problemstellung : 
geg. : [ ] Rbaf →,:     stückweise stetig 

ges. :  Näherung für ∫==
b

a

b
a dttffIfI )()(:)(  

 

 
 
 
 
Berechnung numerischer Integrale = Quadratur  /  Quadraturformel 
 
Idee : 

 Ersetze f  durch eine „einfachere“ Funktion f
~

 und verwende  ∫≈
b

a

b
a dttffI )(

~
)(  , 

 wobei f
~

 eine Interpolation von f  ist , durch Polynome , Splines , ... 
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Eigenschaften von )( fI  : 

a) Linearität : )()()( gIfIgfI ⋅+⋅=+ βαβα  

b) Positivität : 0)(0 ≥⇒≥ fIf  

c) Additivität : )()()( fIfIfI b
a

b
c

c
a =+  für ein ),( bac ∈  

 
 
Bem 8.2 : Kondition der Quadratur 

 Wegen   
1

)()()( f

b

a
f

b

a
f

b

a

b

a
f dttdttdtfdtf δδδδ =≤=−+ ∫∫∫ ∫    hat die Auswertung 

 von )( fI  bzgl. der 1L -Norm die Kondition    1=absκ    und   
)(

)(

fI

fI
rel =κ  . 

 
In Analogie zur Auslöschung bei Subtraktion zweier annähernd gleichgroßer Zahlen ist der kritische Fall 
durch (stark) oszillierende Funktionen f  gegeben. 

 
 
8.1 Newton-Cotes-Quadratur 
 
Bem 8.3 : Zusammengesetzte Trapezregel bzw. Trapezsummen 
 Gitter  { }bttta n =<<<==∆ ...10   mit Schrittweiten  iii tth −= +1:   )1,...,0(, −= ni  

 ∑
−

=

++
⋅=≈

1

0

1)(

2
)()(

:)(
n

i

ii
i

nb
a

tftf
hTfI  

 

 
 

Wegen    )(max
2

)()(
)(min

11

1 tf
tftf

tf
iiii ttt

ii

ttt ++ ≤≤

+

≤≤
≤

+
≤    ist die Folge der  )(nT   nach oben und unten durch 

die Riemannschen Ober- bzw. Untersummen beschränkt. 
⇒  Konvergenz für [ ]baCf ,∈  

 
 
Definition 8.4 : Quadraturformeln 

Gegeben seien  [ ]batt n ,,...,0 ∈   (=Knoten)  und die zugehörigen Gewichte Rww n ∈,...,0   mit   1
0

=∑
=

n

i
iw  . 

Dann heisst  ∑
=

⋅−=
n

i
ii tfwabfI

0

)()(:)(
~

   Quadraturformel zur numerischen Berechnung von  )( fI b
a  . 

Eine Quadraturformel heisst positiv , falls alle 0>iw  . 

 
 
 
Bem 8.5 : Interpolation und Quadratur 

Idee : Approximiere f  durch ein Interpolationspolynom zu den Stützstellen  [ ]batt n ,,...,0 ∈ . 
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 Und zwar mit den Lagrangeschen Basispolynomen :     ∑
=

=≈
n

i

n
ii tLtftftf

0

)( )()(:)(
~

)( . 

z.B. Trapezregel auf einem Teilintervall = lineare Interpolation 
 
Ergebnis : 

 ∑∑ ∫∫
==

=







⋅===

n

i
ii

n

i

b

a

n
ii

b

a

tfwdttLtfdttffIfI
00

)( )()()()(
~

)
~

(:)(
~

 

 mit  ∫⋅
−

=
b

a

n
ii dttL

ab
w )(

1
: )(

 

 
 
Eigenschaften : 

- )()(~ ππ II =  , )( nΠ∈π  

- Sind 1+n  paarweise verschiedene Knoten  [ ]batt n ,,...,0 ∈  gegeben , so bestimmt die 

Bedingung )()(~ ππ II =  eindeutig die Gewichte der Quadraturformel  ∑
=

⋅−
n

i
ii tfwab

0

)()(  , denn durch 

Einsetzen der Lagrangeschen Basispolynome folgt : 

∫
b

a

n
j dttL )()(

 ( ) ( ) ∑
=

⋅−===
n

i
i

n
ji

n
j

n
j tLwabLILI

0

)()(
!

)( )()(
~

 

j

n

i
jii wabwab ⋅−=⋅−= ∑

=

)()(
0

,δ    , ),...,0( nj =  

 
 
Bem. 8.6 : Newton-Cotes-Formeln 
Idee : Wähle Stützstellen ntt ,...,0  äquidistant in [ ]ba, . 

 ⇒  
Newton-Cotes-Formeln : 

 

 
n

ab
iati

−
⋅+=  , ),...,0( ni =  

 ∑∑
==







 −

⋅+⋅−=⋅−=
n

i
i

n

i
ii n

ab
iafwabtfwabfI

00

)()()()(
~

 

 
Newton-Cotes-Gewichte : 

 ∫∏∫ ∏
≠
=

≠
= −

−
=

















⋅+−⋅+
⋅+−

−
=

n n

ij
j

b

a

n

ij
j

i ds
ji
js

n
dt

hjahia
hjat

ab
w

0 00

1
)()(

)(1
 

 mit der Schrittweite 
n

ab
h

−
=:   und 

h
at

s
−

=: .  , 







−
== dt

ab
n

dt
h

ds
1

 

 
Beispiele : 
 

n  
iw  Name Fehler 

1 1/2 , 1/2  Trapezregel 
)(''

12

3

τf
h
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2 1/6 , 2/3 , 1/6 Keplersche Fassregel 
)(

90
)4(

5

τf
h

 

3 1/8 , 3/8 , 3/8 , 1/8 Newtonsche 3/8-Regel 
)(

80
3 )4(

5

τf
h

 

 
 

 
 
 Jeweils mit einem von af ,  und b  abhängigen [ ]ba,∈τ . 
 
 Die Positivität ist garantiert für 7≤n  ; ab 8=n  auch negative Gewichte. 
 
 
Lemma 8.7 : Mittelwertsatz in Integralform 
 Sei [ ]baChg ,, ∈ . 

 Hat g  auf [ ]ba,  stets ein und dasselbe Vorzeichen , d.h.  0)( ≥tg  oder 0)( ≤tg  für [ ]bat ,∈  , 

so gibt es ein [ ]ba,∈τ   mit  ∫∫ ⋅=
b

a

b

a

dttghdttgth )()()()( τ  . 

 
 
Lemma 8.8 : Approximationsfehler der Trapezregel 

 Sei [ ]baCf ,2∈   und  abh −=: . 

 Dann gibt es ein [ ]ba,∈τ  , so dass sich der Approximationsfehler der 

Trapezregel  ( ))()(
2

:)(
~

bfaf
ab

TfI +
−

==   darstellen lässt als :   )(''
12

)(
3

τf
h

dttfT
b

a

=− ∫  . 

 
 
Lemma 8.9 : Approximationsfehler der Keplerschen Fassregel 

 Die Keplersche Fassregel  







+






 +

+
−

= )(
2

4)(
6

bf
ba

faf
ab

S   ist für beliebige 

Polynome  3Π∈π   exakt. 

Ist [ ]baCf ,4∈   , so lässt sich der Approximationsfehler darstellen als :   )(
90

)( )4(
5

τf
h

dttfS
b

a

=− ∫     , 

mit  
2

:
ab

h
−

=   und  [ ]ba,∈τ  . 

 
 
Lemma 8.10 : Approximationsfehler der zusammengesetzten Trapezregel 

 Zu äquidistanten Stützstellen  hiati ⋅+=      ),...,0(, ni =  
n

ab
h

−
=:,  
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 sei   ( ))()(
2

: 1++= iii tftf
h

T   die Trapezregel auf  [ ]1, +ii tt  . 

 Der Approximationsfehler  







⋅++

+
⋅

−
== ∑∑

−

=

−

=

1

1

1

0

)(
2

)()(
)(

n

i

n

i
i hiaf

bfaf
n

ab
ThT  

 lässt sich für  [ ]baCf ,2∈   darstellen als :   )('')(
12

)()(
2

τfab
h

dttfhT
b

a

−=− ∫    , 

mit einem [ ]ba,∈τ  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
8.2 Gauß-Christoffel-Quadratur 
Bem 8.11 : Problemstellung : 

 Wie sind für vorgegebene Nn ∈  die  1+n   Knoten  
)()(

1
)(

0 ,...,, n
n

nn ttt  zu wählen , damit man 

Gewichte 
)()(

1
)(

0 ,...,, n
n

nn www   für die Quadraturformel  ( )( )∑
=

⋅=
n

i

n
i

n
in tfwfI

0

)()(:)(
~

  angeben kann , 

welche alle Polynome NΠ∈π   mit möglichst großem  NN ∈   exakt integriert ( ))()(
~

ππ II n =   ? 

 
Hypothese : 

 12 += nN   möglich , da 22 +n  freie Parameter  
)()( , n

i
n

i wt  ( )ni ,...,1,0, =  

 
Analytischer Rahmen : 

 ∫=
b

a

dttftwfI )()()(   gewichtete Integrale 

 0)( >tw   so , dass die Folge der Momente  ∫ ⋅=
b

a

k
k dtttw )(:µ   existiert und beschränkt bleibt. 

 (Zulässig ist auch +∞=−∞= ba , ) 
 
 Beispiele : 
  

)(tw  
21

1

t−
 te −  

2te −  1 

Intervall [ ]ba,  [ ]1,1−  [ )∞,0  ( )∞∞− ,  [ ]1,1−  
 
 
 
 
Lemma 8.12 : Orthogonalität von Knotenpolynomen 

 Ist für jedes  nk ≤   die Quadraturformel  kI
~

  für alle Polynome  12 +Π∈ kp   exakt , d.h. )()(
~

pIpI k =  , 

 so sind die Polynome  { }nPPP ,...,, 10   mit  ( )( ) ( ) k
k

k
kk

k tttttttP Π∈−−−= )()(
1

)(
0 ...:)(    ( )nk ,...,0, =  

 orthogonal bezüglich des von  w   induzierten Skalarprodukts  ∫=><
b

a

dttgtftwgf )()()(:, . 
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Lemma 8.13 : Eigenschaften von Orthogonalpolynomen 

a) Zu einem gegebenen Skalarprodukt  ∫=><
b

a

dttgtftwgf )()()(:,   gibt es genau dann eine 

Familie { }nPPP ,...,, 10   von Polynomen  kkP Π∈   mit führenden Koeffizienten =1  und 

><⋅>=< kkkjkj PPPP ,, ,δ  . 

 

Beweis : Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren angewendet auf  { }nttt ,...,,,1 2  
  (wobei die Normierung entfällt) 

 
b) Jedes dieser Polynome  kP   hat genau  k   einfache Nullstellen in  ( )ba, . 

 
 
 
Lemma 8.14 : Gewichte der Gauß-Quadraturformeln 

 Seien  
)()(

0 ,..., n
n

n tt   die Nullstellen des  )1( +n -ten Orthogonalpolynoms  1+nP . 

 Dann gilt für jede Quadraturformel  ( ):)(
~

0

)()(∑
=

=
n

i

n
i

n
in tfwfI  

  ∫=
b

a

n
i

n
i dttLtww )()( )()(

 , ( )ni ,...,0=  nI
~

⇔   ist exakt auf  nΠ  

        nI
~

⇔   ist exakt auf  12 +Π n  

 
 
 
Satz 8.15 : Gauß-Christoffel-Quadratur 

a) Es existieren eindeutig bestimmte Knoten  
)()(

0 ,..., n
n

n tt   und Gewichte  
)()(

0 ,..., n
n

n ww     , so dass die  

Quadraturformel  ( )∑
=

=
n

i

n
i

n
in tfwfI

0

)()()(
~

   Polynome bis zum Grad  12 +n   exakt integriert , d.h. 

∫=
b

a
n dttptwpI )()()(

~
  12, +Π∈ np   - d.h. die obige Hypothese gilt  

 

b) Die Knoten  
)()(

0 ,..., n
n

n tt   sind die Nullstellen des  )1( +n -ten Orthogonalpolynoms  1+nP   bzgl. der 

Gewichtsfunktion  )(tw   und die Gewichte ergeben sich aus  ∫=
b

a

n
i

n
i dttLtww )()( )()(

  mit den 

Lagrangeschen Basispolynomen  ),...,1,0(,)()( nitL n
i =  . 

 

c) Die Gewichte  
)(n

iw   sind positiv , d.h. die Quadraturformel  nI
~

  ist positiv. 

 

d) Es gilt :  ( ) ( ))()(
1

)(

'

,
n

in
n

in

nnn
i

tPtP

PP
w

⋅

><
=

+

 

 
 
 
 
Def. 8.16 : Gauß-Christoffel-Quadratur 

 Die nach Satz 8.15 eindeutig bestimmten positiven Quadraturformeln  nI
~

  heißen Gauß-Christoffel-Formeln 
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zum Gewicht  w . 
 
 
Satz 8.17 : Approximationsfehler der GCQ 

 Für jedes  [ ]baCf n ,22 +∈   lässt sich der Approximationsfehler der GCQ ausdrücken durch : 

  ><⋅
+

=− ++

+

∫ 11

)22(

,
)!22(
)(

)(
~

)()( nn

n

n

b

a

PP
n

f
fIdttftw

τ
  für ein [ ]ba,∈τ . 

 
 
Beispiel 8.18 : Gauß-Tschebyscheff-Quadratur 

 
21

1
)(

t
tw

−
=  , )1,1(−∈t  

 

 
 

 Die in Bemerkung 5.12.c) eingeführten Tschebscheff-Polynome  tkTk arccoscos ⋅=  [ ]1,1, −∈t  

 sind orthogonal bzgl.  ∫
− −

=><
1

1
21

)()(
:, dt

t

tgtf
gf  , denn 

 

 ∫
− −

⋅1

1
21

)()(
dt

t

tTtT jk
 ∫

⋅⋅−
=

0

sin
)cos()cos(sin

π

dx
x

jxkxx
 ( )xdxdtxt sincos −=⇒=  

    







>=

==

=⋅= ∫
sonst                0

0  falls ,   2

0  falls ,      

)cos()cos(
0

jk

jk

dxjxkx π
π

π

 

 

Die Tschebyscheff-Knoten  
)(n

it   ergeben sich als Nullstellen der Orthogonalpolynome 

)(
2
1

:)( 11 tTtP nnn ++ =  zu  







+
+

= π
22
12

cos)(

n
i

t n
i  , ),...,1,0( ni =    (*) 

 
 Gewichte für  0>n   nach Satz 8.15.d) : 

 
)(n

iw  

( ) ( )
( )

∫
−

−

−+
−









⋅
⋅

=
1

1
2

2

1

)(
1

)(
1

1

2
1

2
1

'
2
1

1
dt

t

tT

tTtT

nn

n
inn

n
inn

 

  ( ) ( ))()(
1 '

2
2

n
in

n
in tTtT ⋅

=
+

π

 

 

  Mit  ( ) ( ) tn
t

ntntTtT nn arccoscos
1

1
)1(arccos)1sin('

21 ⋅⋅
−

−
⋅+⋅⋅+−=⋅+   folgt : 

  
x

nxxn
n

sin
)cos())1sin((

)1(
⋅+

+=   ( )xt cos, =  
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x

nxxnxn
n

sin
)sin())1cos(())12sin((

)1(
⋅+−+

+=  

x
nxxnxxnxxn

n
sin

)sin())1cos((sin))22cos((cos))22sin((
)1(

⋅+−⋅+−⋅+
+=  

 

  Einsetzen von  π
22
12

+
+

=
n
i

x   ergibt : 

- 0))22sin(( =+ xn  

- 0
2

12
cos))1cos(( =






 +

=+ π
i

xn  

- 1))12cos(())22cos(( −=+=+ πixn  

 

⇒
1

)(

+
=

n
w n

i
π

 

 
 
 Ergebnis der Gauß-Tschebyscheff-Quadratur : 

  ( ) ∫∑∑
−== −

≈















+
+

⋅
+

==
1

1
2

00

)()(

1

)(
22
12

cos
1

)(
~

dt
t

tf
n
i

f
n

tfwfI
n

i

n

i

n
i

n
in π

π
 

 
 Approximationsfehler : 

  )(
)!22(2

)(
~

1

)( )22(
12

1

1
2

τ
π +

+
−

⋅
+⋅

=−
−

∫ n
nn f

n
fIdt

t

tf
  für ein [ ]1,1−∈τ . 

 
 Desweiteren : 

 
2

11 2
1

2
, 






⋅=>< ++ nnn PP

π
 

 
 
 
Bem. 8.19 : Typische Gauß-Christoffel-Quadraturformeln 
 

)(tw  Intervall  [ ]ba,  orthogonales Polynomsystem 

21

1

t−
 [ ]1,1−  Tschebyscheff-Polynome  nT  

te −  [ )∞,0  Laguerre -Polynome  nL  
2te −  ( )∞∞− ,  Hermite-Polynome  nH  

1 [ ]1,1−  Legendre-Polynome  nP  

 
 
Vorteile : 
 Sehr hohe Approximationsordnung für sehr glatte Integranden schon bei geringer Knotenzahl , auch für 

singuläre Integranden und/oder unendliche Integrationsintervalle. 
 
Nachteile : 
 -   Im Allgemeinen aufwendige Berechnung der Knoten und Gewichte durch Berechnung der orthogonalen 

    Polynome oder anschliessende Nullstellen-Bestimmung. 
 -   Erhöht man zur Verringerung des Approximationsfehlers die Zahl der Knoten , so sind i.A. sämtliche 

     Funktionswerte  ( ))(n
itf   neu zu berechnen. 
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8.3  Extrapolationsverfahren , Romberg-Quadratur 
 
Beispiel 8.20 : Simpsonregel 

  Berechnung zweier Näherungswerte ( )hT  und 







2
h

T  mit der zusammengesetzten Trapezregel. 

  (vgl. Bem. 8.3 und Lemma 8.10) 
 
 

 
 
 

  ( ) =hT   )(
2

af
h

+   ( )hafh +⋅ + ... + )(
2

bf
h

 

  =







2
h

T  )(
4

af
h

+ 





 +

22
h

af
h

+ ( )haf
h

+
2

+ ... + )(
4

bf
h

 

 
 

  ( )hfab
h

fIhT τ'')(
12

)()(
2

⋅−+=  

  




⋅−+=








2

2

'')(
48

)(
2 hfab

h
fI

h
T τ  

 
 
Idee : 

 Ist ( ) 




≈

2
'''' hh ff ττ   , so ergibt sich eine sehr viel genauere Näherung mit der Simpsonregel : 

  ( )







−






+






=






 hT

h
T

h
T

h
S

23
1

2
:

2
 

 
 Es gilt : 

  







2
h

S  ( ) )(
6

...
323

2
)(

6
bf

h
haf

hh
af

h
af

h
++++






 ++=  

   ∑
−

=

=
1

0

n

i
iS  mit  








+++














 ++⋅++= ))1((

2
1

4)(
6

: hiafhiafihaf
h

S i  
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  ∫
++

+

≈
hia

iha
i dttfS

)1(

)(  Keplersche Fassregel 

  ∫≈
b

a

dttfhS )()(  Simpsonregel 

 

Analog zu Lemma 8.10 zeigt man  )()(
180

)()( )4(
4

S

b

a

fab
h

dttfhS τ⋅−=− ∫   mit einem ),( baS ∈τ . 

 ⇒  Fehler i.A. viel kleiner als bei 







2
h

T  , keine zusätzlichen Auswertungen von f  erforderlich. 

 
 









2
h

S  ergibt sich durch Auswertung des linearen Interpolationspolynoms )(sπ  

durch ( ))(, hTh  und 















2
,

2
h

T
h

  für 0=s . (Extrapolationsverfahren) 

 
 
 
Satz 8.21 : Euler-MacLaurinsche Summenformel 

 Ist [ ]1,022 +∈ mCg   , so gilt : 

( ) )(
)!22(

)1()0(
)!2(2

)1()0(
)( )22(22)12()12(

1

2
1

0

τ++−−

=

⋅
+

−−⋅+
+

= ∑∫ mmkk
m

k

k g
m
B

gg
k

Bgg
dttg  

mit einem )1,0(∈τ . 
 

Hierbei bezeichnet kB  die Bernoullizahlen )0(kB  mit 

2
1

:)(1 −= xxB    und   )()1()('1 xBkxB kk ⋅+=+  , )1( ≥k  

z.B. 
30
1

,
42
1

,
30
1

,
6
1

8642 −==== BBBB  , ( )∞→kkB k für     )!2(~2  

 
 
 

Folgerung 8.22 :  2h -Entwicklung des Approximationsfehler der zusammengesetzten Trapezregel 

 Unterteilt man [ ]ba,  äquidistant in N  Teilintervalle der Länge 
N

ab
h

−
=:  , so ergibt die wiederholte 

Anwendung von Satz 8.21 

( ) )(
)!22(

)()(
)!2(

)()( )22(2222)12()12(

1

2
oben   ,  

12
  sieheFehler 

22

2
2

τ+++−−

=

⋅
+

⋅+−⋅⋅+= ∑∫ mmmkk
m

k

Bh

kk
b

a

f
m
B

hafbf
k

B
hdttfhT

43421
 

mit einem ),( ba∈τ  
 

Beweis : Ausgehend von fortlaufender partieller Integration : ∫∫ ⋅−⋅=
1

0
1

1

01

1

0

)(')()()()( dttgtBtgtBdttg   ... usw. 
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Bem. 8.23 : Asymptotische Entwicklung 
 Ein Näherungsverfahren )(hT  zur Berechnung einer Größe  0τ   besitzt eine asymptotische Entwicklung 

 in ph  bis zur Ordnung  mp ⋅   , falls es Konstanten  mpppp CCCC ,...,,, 32   gibt , so dass gilt : 

  ( )pmmp
mp

p
p

p
p hOhChChChT )1(2

20 ...)( ++++++= τ   , )0( →h  

 

 Die zusammengesetzte Trapezregel hat für Funktionen [ ]baCf m ,22 +∈   eine asymptotische 

 Entwicklung in  2h   bis zur Ordnung  m2 . (vgl. Folgerung 8.22) 
 
 
 
 
Bem. 8.24 : Extrapolationsverfahren 

Ansatz : Auswertung von )(hT  für k  verschiedene Schrittweiten  ikiki hhhhhh === +−+− ,...,, 21  

 und Bestimmung des Interpolationspolynoms  1−Π∈ kikP  zu den k  Stützpunkten 

 ( ) ( )( ))(,,...,)(, 11
p

i
p

i
p

ki
p

ki hThhTh +−+−  

 

Näherungswert :  )0(:)( ikik PTfI =≈  , ),...,1( ik =  

  Auswertung von )0(ikP  mittels Neville -Schema (vgl. Bem. 7.5) : 

 
  )(:1 ii hTT =  

  

1

:
1

1,11,
1,

−








−
+=

+−

−−−
− p

i

ki

kiki
kiik

h
h

TT
TT   , ),...,2( ik =  

 
Extrapolationstabelle : 
 

kkkk TTT

TT
T

→→

→
→

21

2221

11

OM
M  

  
 
 
 
Satz 8.25 : Approximationsfehler des Extrapolationsverfahrens 

 Sei )(hT  ein Verfahren mit einer asymptotischen Entwicklung in ph  bis zur Ordnung pm ⋅ . 

 Für die Fehler der Extrapolationswerte ikT  zu den paarweise voneinander verschiedenen 

 Schrittweiten  mhh ,...,1   gilt : 

( )∑
+−=

+
−+− +⋅⋅⋅⋅=−

i

kij

pk
j

p
i

p
i

p
kikpik hOhhhCT

1

)1(
110 ...τ   , )0,,...,1( →≤≤= hhmik j  
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Lemma 8.26 : Eigenschaften der Lagrangeschen Basispolynome 

 Für die Lagrangeschen Basispolynome 
)(n

jL        , ),...,1,0( nj =   zu den paarweise voneinander 

verschiedenen Stützstellen  nttt ,...,, 10   gilt : 








+=−
=

=

=⋅∑
= 1für   ...)1(

,...,1für         0

0für                1

))0(

10
0

)(

nrttt
nr

r

tL

n
n

n

j

r
j

n
j     . 

Beweis : 

 rttP =)(  ist Interpolationspolynom zu den Stützpunkten ( ) ( ) ( )r
nn

rr tttttt ,,...,,,, 1100  

 für nr ,...,1,0= . 

 ( ) ( )∑∑
==

⋅=⋅==⇒
n

j

r
j

n
j

n

j
j

n
j

r ttLtPtLttP
0

)(

0

)( )()()()(  und damit die Behauptung 

für nr ≤  durch Einsetzen von 0=t . 
 

Zu 1+= nr  betrachtet man ( ) 1
0

1)(1 )(:)( +
=

++ Π∈⋅−= ∑ n

n

j

n
j

n
j

n ttLttq  

Das Polynom q  hat den führenden Koeffizienten 1 und Nullstellen nttt ,...,, 10  

))...()(()( 10 ntttttttq −−−=⇒  und für Einsetzen von 0=t  gilt : 

( ) n
n

n

j

n
j

n
j ttqtL ...)1()0()0( 0

0

1)( −=−=⋅∑
=

+
 

        q.e.d. 
 
 
 
Algorithmus 8.27 : Extrapolationsverfahren 
geg.: Grundschrittweite H  
 

Schritt 1: wähle Schrittweiten ,..., 21 hh  mit 
j

j n
H

h =  , )( 1 jj nn >+  und setze  1:=i  

Schritt 2: Berechne )(1 ii hTT =  

 
Schritt 3: Berechne iii TT ,...,2  mit dem Schema von Neville : 

  

1
1

1,11,
1,

−








−
+=

+−

−−−
− p

ki

i

kiki
kiik

n
n

TT
TT  

 
Schritt 4: Abbruch , falls iiT  ausreichend genau oder maxii ≥  

Sonst i:=i+1 und gehe zu Schritt 2 
 
Die Anwendung dieses Algorithmus auf die zusammengesetzte Trapezregel heißt Romberg-Quadratur . 
 
 
Wie sind die Schrittweiten und Abbruchkriterien zu wählen ? 
 
 
Bem. 8.28 : Romberg-Quadratur 
Aufwand : kA ... Anzahl der zu r Berechnung von kkT  benötigten Funktionsauswertungen 
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  Aufwandsfolge  ,...},{~
21 AAA =  zur Folge  ,...},{ 21 nnF =   mit ...0 21 <<< nn  

 
Rombergfolge : 

 ,...}16,8,4,2,1{=RF  , ( )12 −= i
in  

 ,...}17,9,5,3,2{~ =RA  , ( )1+= ii nA  

 

)(hT  

444 3444 21444444 3444444 21
Indizesungeraden den zu Summanden 

1

Indizesgen geradzahliden zu Summanden 

1

1

))12(()()2(2)(
2 ∑∑

=

−

=

−+⋅+







+++=

n

j

n

j

hjafhbfjhafaf
h

 

  {
444 3444 21

zuvor bleibt wie

1berechnenzu neu 

))12(()2(
2
1 ∑

=

−+⋅+=
n

j

hjafhhT   mit 
n

H
h

2
:=  

 
 

 ∑
=

+++ ⋅−+⋅+=
in

j
iiii hjafhTT

1
1111,1 ))12((

2
1

 mit 
i

i n
H

h =:   und  12 −= i
in  

 

 Es gilt : ∑
=

⋅=
kA

j
jjkk fHT

1

λ  mit positiven Gewichten jλ  

 
 
Bulirschfolge : 
 ,...}24,16,12,8,6,4,3,2,1{=BF    Doppeltes des Vorvorgängers bzw. : 

 








>+=⋅
=

=

=
− 112 falls   23

2 falls           2

1 falls              1

1 ki
ki

i

n
k

k
i   

 
 

 
 

 ,...}13,9,7,5,3,2{~ =BA   
 
 Der Aufwand wächst langsamer als für die Rombergfolge , jedoch treten für 3≥k  negative 

Gewichte jλ   in  kkT   auf. 

 
Harmonische Folge : 
 ,...}6,5,4,3,2,1{=HF   , ( )ini =  

 ,...}19,13,11,7,5,3,2{=HA  
 
 Zur Quadratur ungeeignet , da bei der Berechnung von 1iT  kaum auf bereits zuvor berechnete 
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 Funktionswerte von f  zurückgegriffen werden kann. 

 Jedoch sehr gut geeignet für Probleme , bei denen kA  weitgehend unabhängig von 121 ,...,, −knnn  ist. 

 
(Beispiel : Extrapolationsverfahren für Anfangswertprobleme gewöhnlicher Differentialgleichungen) 

 
 
Beispiel. 8.29 : Nadelimpuls 
 

∫
−

− +
=

1

1
2410

1
)( dt

t
fI  

 

 
 
Rombergfolge : 
 

k  kA  kkT  )(

)(
:

fI

fITkk
kk

−
=ε  

(relativer Fehler) 
1 2 1.998 0.99  (99%) 
2 3 13334.0 42.0  (4200%) 
3 5 2627.7 7.6 
4 9 1551.9 4.0 
... ... ... ... 
8 129 293.01 0.061 
... ... ... ... 
13 4097 312.16 1.1 910 −⋅  

 
Dieselbe Fehlergenauigkeit erhält man mit TRAPEX (extrapolierende Trapezregel – siehe Deuflhard) 
mit 321 Funktions-Auswertungen. 

 
 
 
Problem : Hoher Rechenaufwand der klassischen Romberg-Quadratur 
 
Ausweg : 

i) Zerlege [-1,1] in Teilintervalle [ ]1, +ii aa   mit  baaaa N =<<<= ...10  

∑
−

=

+=⇒
1

1

)()( 1

N

j

a
a fIfI i

i
 

ii) Approximiere )(1 fI i

i

a
a

+  mittels Romberg-Quadratur 

)(),( ikikkk TT →  

  unterschiedliche Tiefe der Extrapolationsschemata in den einzelnen Teilintervallen 
 
Adaptiver Algorithmus : 
 Bestimme ia  und )(ik  während der Berechnung automatisch so , dass bei möglichst niedrigem 

Gesamtrechenaufwand der Fehler unterhalb einer vorgesehenen Genauigkeitsschranke TOL bleibt. 
 
 Grundprinzip : 
 Gleichverteilung des Fehlers , d.h. Bestimmung der ia  so , dass jedes der N  Teilintervalle einen 

 annähernd gleich großen Beitrag zum Gesamtfehler leistet. 
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Fehlerschätzer : 

 Benötigt wird ein möglichst guter Schätzwert für )( fITkk −  bzw. für ∫
+

−
1

)()(),(

i

i

a

a
ikik dttfT  

 ( , d.h. für jedes Intervall. ) 
 
ideal : 

 Obere und untere Schranke für den tatsächlichen Fehler , zumindest asymptotisch für 0→
kn

H
. 

 Aus Satz 8.25 folgt : 

 )( fITkk −  ( )∑
=

+
− +⋅⋅⋅=

k

j

k
jkkk hOhhhC

1

)1(222
1

2
12 ...  

 )(1, fIT kk −−  ( )∑
=

+
−− +⋅⋅⋅=

k

j

k
jkkk hOhhhC

2

)1(222
1

2
2)1(2 ...  

 
 (Der zweite Summand wird verschwindend klein und wird nicht betrachtet.) 
 

 Für ausreichend kleine Schranken  ( )11 <<h   und Konstanten  )1(22 −≈ kk CC   gilt : 

 )()( 1, fITfIT kkkk −<<− −   , also ist wegen 

 )()()()( 1,1,1, fITfITTTfITfIT kkkkkkkkkkkk −+−≤−≤−−− −−−  

 
 ⇒  

 kkkk TT −−1,   ist ein guter Schätzwert für 1, −kkT . 

 
Beachte : 
 Man schätzt unter Verwendung von  1, −kkT   und  kkT   den Fehler von  1, −kkT    , verwendet jedoch 

 anschließend den im Allgemeinen genaueren Näherungswert  kkT   für  )( fI . 

 
 

 Algorithmus 8.27 Schritt 4 lautet somit : Abbruch, falls TOLTT iiii ≤−−1,   oder  maxii ≥  

 
 
 
 
 
 
9. Numerische Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme 
geg. :  nRDF →:  mit einer offenen Menge nRD ⊂  
ges. : }0)(:{ =xFx  

 
Spezialfälle : 
a) F  ist linear 

bAxxF −=)(  

⇒  Lösung von  0=− bAx  (vgl. Kapitel 2 „Lösen von linearen Gleichungssystemen“) 
b) 1=n  

Nullstellen einer nichtlinearen reellen Funktion 
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Qualitativer Unterschied zu linearen Gleichungssystemen : 
 Eindeutigkeit der Lösung von 0)( =xF  kann im Allgemeinen nur lokal in einer Umgebung einer 

 Nullstelle *x  von F  garantiert werden , z.B. mit dem Satz über die Implizite Funktion. 
 
 Hinreichende Bedingung : 

 



















=

nf

f
f

F
M
2

1

  ist stetig differenzierbar und die Jacobimatrix  





















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

n

nn

n

x

x
f

x
f

x
f

x
f

F

L

MM

L

1

1

1

1

  ist regulär. 

 
 
 
9.1 Nichtlineare Gleichungssysteme und Fixpunktiteration 
 
Fixpunktgleichungen  xx =Φ )(   sind spezielle nichtlineare Gleichungssysteme  0)( =xF   mit 

xxxF −Φ= )(:)(  . 
 
Idee : 
 Iterative Bestimmung des Fixpunktes mittels Fixpunktiteration 
  )(:1 kk xx Φ=+   )0(, ≥k  

 für einen geeigneten Startwert  nRx ∈0 . 

 

 ( Wie ist die Funktion  Φ   und der Startwert  0x   zu bestimmen ? ) 

 
 
 Umgekehrt lässt sich jedes nichtlineare Gleichungssystem 0)( =xF  als Fixpunktgleichung xx =Φ )(  

 schreiben. 

 z.B. mit )(:)( 1 xFAxx ⋅−=Φ −  mit einer beliebigen regulären Matrix nnRA ×∈ . 
 
 xxxF =Φ⇔= )(0)(  

 
 
 
Beispiel 9.3 : Fixpunktiteration zur Lösung nichtlinearer Gleichungen 
 

 
 

Gesucht : 





∈

2
,0* π

x  mit 0)( * =xf . 

Naheliegende Fixpunktgleichungen : 

a) )(:tan
2
1

1 xxx ϕ==  

b) )(:)2arctan( 2 xxx ϕ==  
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Definition 9.4 : Kontrahierende Abbildung 

 Sei  nRD ⊂   eine offene Menge und  nRD →Φ : .  ( D  = Abschluss von D  ) 

 Die Abbildung Φ  heißt kontrahierend auf D  , wenn es eine Konstante [ )1,0∈α  gibt mit 

  yxyx −⋅≤Φ−Φ α)()(   , ( )Dyx ∈,  

 
 
 
Lemma 9.5 : Stetig differenzierbare kontrahierende Abbildung 

 Sei  nRD ⊂   eine konvexe , offene Menge und  nRD →Φ :  stetig differenzierbar. 

 Existiert  )(sup: xx
Dx

Φ=
∈

α   und ist  1<α   , so ist Φ  kontrahierend auf D . 

 
 
 
Satz 9.6 : Banachscher Fixpunktsatz 

 Sei  nRE ⊂   kompakt und  EE →Φ :   kontrahierend mit einer Lipschitz-Konstanten 1<α . 
 Dann gilt : 
 

a) Φ  hat genau einen Fixpunkt *x  in E  , d.h. **)( xx =Φ . 

b) Für jeden Startwert Ex ∈0  konvergiert die Fixpunktiteration )(1 kk xx Φ=+  gegen *x  und es gilt : 

i) 01
*

1
xxxx

k

k −⋅
−

≤−
α

α
 ( a-priori-Fehlerschranke ) 

ii) kkk xxxx −⋅
−

≤− ++ 11
*

1 α
α

 ( a-posteriori-Fehlerschranke ) 

 
 
 
 
Bem. 9.7 : praktische Aspekte der Fixpunktiteration 

a) Bestimmung einer Näherung für α  

a-priori : Für stetig differenzierbares Φ  eine obere Schranke für xΦ  berechnen. 

 
a-posteriori : )()( 112 kkkk xxxx Φ−Φ=− +++  

  kαα ≈⇒  mit  
kk

kk
k xx

xx

−

−
=

+

++

1

12:α  

 
b) Abbruch 

Gegeben seien Fehlerschranken ATOL  und RTOL  für den absoluten und relativen Fehler. 
Ein Schätzwert für α  sei bekannt. 
i) Anzahl der Iterationsschritte vorab festlegen : 

k  )(11 kk xx ϕ=+  )(21 kk xx ϕ=+  

0 1.2 1.2 
1 1.2860 1.1760 
2 1.70 > 2/π  1.1687 

... divergent ... 
6  1.1655 
7  1.1655 
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kxx ≈*  mit  
( )

01

0)1(

xx

xRTOLATOLk

−

⋅+⋅−
≤

α
α  

 

⇒  

( )

α

α

log

)1(
log

1: 01

0












−

⋅+⋅−

+=
xx

xRTOLATOL

k  

 
ii) Abbruchkriterium während der Iteration überprüfen : 

1
*

+≈ kxx  , falls kkk
k

k xRTOLATOLxx ⋅+≤−⋅
− +11 α
α

 mit kα  wie oben 

 

 Ist für ein 00 >k  1
0

>kα , so deutet dies auf Divergenz von ( )kx  

 ⇒  (ergebnisloser) Abbruch des Verfahrens 
 

c) Konvergenzbeschleunigung 

Mittels 2∆ - Methode von Aitken oder Methode von Steffensen 
 
 
 
Definition 9.8 : Konvergenz , Konvergenzordnung 

a) Ein Iterationsverfahren ),...,,( 101 kkk xxxx Ψ=+  heißt konvergent , wenn die Folge der 

Iterierten ( )kx  konvergiert. 

Anderenfalls heißt sie divergent. 
 

b) Das Verfahren hat die Konvergenzordnung 1≥p  , wenn kk
xx

∞→
= lim:*

  existiert und eine 

Konstante 0≥C  ( [ )1,0:1 ∈== αCp  ) angegeben werden kann , so dass 
p

kk xxCxx **
1 −⋅≤−+  , ( )0kk ≥ . 

 
 Das Verfahren konvergiert linear , falls 1=p  , quadratisch , falls 2=p  

 und superlinear , falls gilt :  **
1 xxCxx kkk −⋅≤−+  mit  0≥kC   und  0lim =

∞→ kk
C . 

 
 
 
 
9.2 Newton-Verfahren 
geg.: nn RRF →:   stetig differenzierbar 

ges.: *x  mit ( ) 0* =xF  
 
Ansatz : 
 Linearisierung von F  in einer Umgebung von kx  : 

 )()()(:)( kkxkk xxxFxFxF −⋅+=  

 )()( xFxFk ≈  in einer (kleinen) Umgebung von kx  

 Bestimme 1+kx  als Nullstelle von kF  : kkk pxx +=+ :1  mit )()( kkkx xFpxF −=⋅  

 
 
Aufwand pro Iterationsschritt : 
 1 F - Auswertung 
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 1 xF - Auswertung 

 1 LGS lösen 
 
 
Fixpunktdarstellung (formal) : 

 )(1 kk xx Φ=+  mit  ( ) )()(:)( 1 xFxFxx x ⋅−=Φ −
 

 
 
 
Affine Invarianz : 

 Für jede reguläre Matrix nnRA ×∈  ist  0)(0)( =⋅⇔= xFAxF  
 

 )(xF⇒   ist als Abbruchkriterium ungeeignet , da z.B. mit 2010−  skaliert werden kann. 

 
 Das Newton-Verfahren ergibt (in exakter Arithmetik) für beide Gleichungssysteme dieselbe 

Folge ( )kx  , es ist affin-invariant : 

 

 )(xAΦ ( ) )()(
1

xFAxFA
x

x ⋅⋅





 ⋅

∂
∂

−=
−

 

  )()(
1

xFxF
x

x ⋅







∂
∂

−=
−

 

  )(xΦ=  

 
 
Geometrische Interpretation für n=1 : 
 

 
 
 1+kx  ist Schnittpunkt der im Punkt ( ))(, kk xfx  an den Graphen von f  gelegten Tangente mit der 

 Abszissenachse. 
 
 
 
 
Beispiel 9.10 : Verfahren von Heron 

 Newton-Verfahren für axxf −== 2:)(0  - d.h. Berechnung von a  

 

 







+=

−
−=+

k
k

k

k
kk x

a
x

x
ax

xx
2
1

2

2

1  

 
 praktisch : 

  binäre Gleitpunktdarstellung  pma 2⋅=  mit 15.0 ≤< m  
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



−=⋅⋅
=⋅

=
12  falls ,   2/12

2  falls ,        2
rpm
rpm

a
r

r

 

 
 Begründung : Sehr schnelle Konvergenz des Newton-Verfahrens für ( ]1,5.0∈m . 
 
 Beispiel : 
  1,81.0 0 == xm  

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Satz 9.11 : Konvergenz des Newton-Verfahrens 

 Sei nRD ⊂  offen und konvex , und nRDF →:   stetig differenzierbar mit regulärer 

Jacobimatrix )(xFx  für alle Dx ∈ . 

Für xF  gelte die Lipschitz-Bedingung ( ) ( ) 21 )()()( vsvxFvsxFxF xxx ⋅⋅≤⋅−⋅+⋅− ω  

mit [ ] nRvDxs ∈∈∈ ,,1,0  mit Dvx ∈+  , Konstante 0>ω . 
 

 Hat  0)( =xF   eine Lösung  Dx ∈*   und gilt für den Startwert  Dx ∈0 : 
ω

ρ
2

: 0
* <−= xx  , 

 und  ist { } DxxRxxB n ⊂<−∈= ρρ
** ::)(  , dann bleibt die durch das Newton-Verfahren 

 definierte Folge ( )kx  für  0>k   in  )( *xBρ   und konvergiert gegen  *x  : 
*lim xxkk

=
∞→

. 

 

 
 

 Es gilt  
2**

1 2
xxxx kk −⋅≤−+

ω
 )0(, ≥k  

 ( D.h. in etwa Verdopplung der genauen Stellen pro Schritt. ) 
 

 Darüber hinaus ist *x  einzige Lösung von  0)( =xF   in  )( *
2 xB
ω

. 

 
Beweis : 
 Linearisiert man F  um einen Punkt Dx ∈  , so folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und 
 Integralrechnung folgende Abschätzung des Restgliedes für beliebige Dy ∈  : 

  ( ))()()()( xyxFxFyF x −⋅+−  

Führe Funktion Ψ  ein mit : ))((:)( xysxFs −+=Ψ  

                 ( ))0()(,)1()( Ψ=Ψ= xFyF  

k  
kx  

0 1.0000000000 
1 0.9050000000 
2 0.9000138122 
3 0.9000000001 
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  ∫Ψ=
1

0

)(' dss  

  ( )∫ −⋅−−+=
1

0

)()())(( dsxyxFxysxF xx  

  ( ) ( ))()()()()( 1 xyxFxFyFxF xx −⋅−−⋅⇒ − 2
1

0

2

2
xydsxys −⋅=−⋅⋅≤ ∫

ω
ω  

 

  ( ) *1*
1 )()( xxFxFxxx kkxkk −⋅−=−⇒ −

+  

          ( )













−⋅−−⋅=

=

− )())()()()( *

0

*1
kkxkkx xxxFxFxFxF 321  

 

  
2**

1 2
xxxx kk −⋅≤−+

ω
 

 

 Mittels vollständiger Induktion folgt hieraus  )( *xBxk ρ∈      , )0( >k  , denn 

aus  ρ≤−< *0 xxk   ergibt sich  ρ
ω

ρω
ρ

<−⋅−⋅≤−

≤
<⋅≤

+ 4342143421

*

1
2

**
1 2

xxxxxx kkk  . 

Weiterhin ist  **
1 xxxx kk −⋅≤−+ α   mit  1

2
: <⋅=

ω
ρα  , also konvergiert  ( )kx   gegen  *x  . 

 

Ist  **x   eine Nullstelle von F  in  )( *
2 xB
ω

  , dann folgt oben mit  *:,**: xxxy ==  : 

 ( )













−⋅−−⋅=−

==

−
)()()()()( ****

0

*

0

**1**** xxxFxFxFxFxx xx 321321  

        
***

2

**

2
xxxx −⋅−⋅≤

<

43421

ω

ω
 *** xx −<  

 , also folgt  *** xx =  und damit die lokale Eindeutigkeit der Lösung von  0)( =xF .  q.e.d. 
  
 
 
Bem. 9.12 : Gedämpftes Newton-Verfahren 
 
Beispiel : 

ges.: Nullstelle von xxf arctan)( =  
 
 klassisches Newton-Verfahren  : 

  kkk pxx +=+1   mit  
)('
)(

:
k

k
k xf

xf
p −=  
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 z.B. mit dem Startwert 100 =x  versagt das Verfahren (divergiert) : 0)('lim =

∞→ kk
xf  

 
Schlussfolgerung :  Das Newton-Verfahren konvergiert lokal sehr schnell , hat jedoch of schlechte 

globale Konvergenz. 
 
 
 

Idee : Modifiziere das Newton-Verfahren so , dass    ( ) ( ) )()()()( 1
1

1
kkxkkx xFxFxFxF ⋅≤⋅ −

+
−

  . 

 
 Betrachte zu  kp   mit  )()( kkkx xFpxF −=⋅   Vektoren  kkk pxx ⋅+=+ λλ :)(1  

 und  
2

2
)(

2
1

:)( kk pxF ⋅+⋅= λλγ  . 





= FF T

2
1

 

 

 
 

 Wegen  ( )
( )

{
)()( 1

)()()('
kkx xFxF

k

T

kkkk
T

x ppxFpxF
⋅−= −

⋅⋅+⋅⋅+= λλλγ  

 ist  0)()()()0('
2

2
<−=⋅−= kkk

T xFxFxFγ  

 

 
 
 
Strategie : 

 Verringere beginnend mit  1:)0( =kλ   die Schrittweite  kλ   so lange ,  

( )5.0  z.B. ,   )1,0(mit    : )()1( =∈⋅=+ ccc l
k

l
k λλ  

 

 bis  ( ) ( ) ( )
444 3444 21

kp

kkxk
l

kkkx xFxFpxFxF

−=

−− ⋅≤⋅+⋅ )()()( 1

2

)(1 λ  

 und setze  
)(: l

kk λλ =   ,  kkkk pxx λ+=+ :1  . 

 
 Zusatzaufwand pro Reduktionsschritt : 
  1 F - Auswertung und jeweils 1 Vorwärts- und Rückwärtssubstitution 
 
Varianten : 
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1.) Setze  





= − 1,min: 1)0(

d
k

k

λ
λ  mit einer Konstanten 1<d  , z.B. d=1/2 

2.) Forderung  ( ) ( )
22

)(1

2
1)( k

k
k

l
kkkx ppxFxF ⋅






 −≤⋅+⋅− λ

λ   , um möglichst „optimale“ 

Dämpfungsfaktoren  kλ   zu erreichen 

 
 
 
praktische Erfahrung : 
 Gegenüber dem klassischen Newton-Verfahren verbessert sich das Konvergenzverhalten oft erheblich. 
 Lokal quadratische Konvergenz jedoch nur , falls  1=kλ  , )( 0kk ≥ . 

 ( D.h. λ  also wieder auf 1 gesetzt wird. ) 
 
 
Bem. 9.13 : Vereinfachtes Newton-Verfahren 
 Der große numerische Aufwand für häufige Neuberechnung und LR-Zerlegung der Jacobimatrix lässt 
 sich verringern , indem die Jacobimatrix über möglichst viele Iterationsschritte konstant gehalten wird : 
 

 11: −+−++ += lklklk pxx   mit  )()( 11 −+−+ −=⋅ lklkkx xFpxF  

 
 ( konvergiert linear ! , nicht quadratisch !) 
 
Konvergenz : 

 )( 1−++ Φ= lkklk xx  mit  ( ) )()()( 1 xFxFxx kxk ⋅−=Φ −
 

 

 ( ) ( ) ( ))()()()()()( 11 xFxFxFxFxFIx
x xkxkxxkxk −⋅=⋅−=Φ

∂
∂ −−

 

 

 Ist  ( ) )()( 1 xFxF xkx ⋅−
 Lipschitz-stetig mit der Konstanten  L  , so ist 

  ( ) ( ) kxkxkxk xxLxFxFxFx
x

−⋅≤−⋅=Φ
∂
∂ − )()()()( 1

 und 

  00:)(sup: ∆⋅≤








∆≤−Φ
∂
∂

= Lxxx
x kkα   . 

 
 Also ist  kΦ   kontraktiv , falls  0∆   hinreichend klein. 

 
 
 
Neuberechnung der Jacobimatrix : 

 Schätzwert für Kontraktionskonstante  
21

1:
−+−+

−++
+ −

−
=

lklk

lklk
lk xx

xx
α   (Bem. 9.7.a) 

  
Neuberechnung der Jacobimatrix )( lkx xF +   , falls  0αα ≥+ lk . (typische Werte : [ ]5.0,25.00 ∈α ) 

 
Algorithmus : 
geg.: Startwert )1,0(, 00 ∈αx  

 
 Schritt 0 : 1:,0: == αk  
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 Schritt 1 : if  0αα >   then  - )(: kx xFJ =  

       - LR-Zerlegung von J  
       - 0:,0: == αl  
 

 Schritt 2 : Funktionsauswertung  )(: kxFF =  

 
 Schritt 3 : Bestimme  kp   mit  FpJ k −=⋅   mittels Vorwärts- und Rückwärtssubstitution 

 
 Schritt 4 : kk pxx +=:  

   1: += ll  

   if  1>l   then  
1

:
−

=
k

k

p

p
α  

 
 Schritt 5 : if  ( )11 <= αorl   then - xxk =+ :1  

       - 1: += kk  
   if  Konvergenz  then stop 
   else goto  Schritt 1 
 
 
Erweiterung : Kombination des vereinfachten mit dem gedämpften Newton-Verfahren 
 
 
 
Bem. 9.14 : Berechnung der Jac obimatrix 

a) Analytische Differentiation : 
Empfehlenswert ist die Anwendung mathematischer Hilfsprogramme (Mathematica,Matlab) und 
Export der Ableitungen als C- oder Fortran-Quelltext. 
 
Vorteil :  - analytisch exakter Ausdruck zur Berechnung der Ableitungen 
 
Nachteile : - große Bearbeitungszeiten und hoher Speicherbedarf für kompliziertere Probleme 
  - Der analytische Ausdruck für )(xF  muss in der Syntax des Hilfsprogramms  

   formuliert werden. 
 

b) Algorithmische Differentiation (AD) : 

Ausgangspunkt : C- oder Fortran-Unterprogramm zur Auswertung einer Funktion  mn RRF →:  
  ( input : x   ,  output : )(xF  ) 
 
Werkzeuge :  z.B. ADIFOR , ADOL-C 
 
Ergebnis : Zusätzliches C- oder Fortran-Unterprogramm zur Auswertung der 

Jacobimatrix  nmn
x RRF ×→:   ( input : x   ,  output : )(xFx  ) 

 
Vorteil :  - analytisch exakte Berechnungsvorschrift  
 
Nachteile : - sehr großer Speicherbedarf für sehr große Probleme 
  - Unterstützt wird in der Regel ausschließlich der Sprachstandard. 

 
c) Differenzenapproximation : 

∆

−⋅∆+
=








∂
∂

•

)()(
)(

xFexF
x

x
F j

j

  (d.h. alle Elemente der j-ten Spalte) 

 

Aufwand zur Berechnung von xF  für mn RRF →:  : n+1 Auswertungen von F  
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Wahl von ∆  : Approximationsfehler )(∆O  und Verstärkung der Rundungsfehler  







∆
eps

O  

  
∆

+∆=∆Ψ
eps

:)(   wird minimal für  eps=∆  

  { }4,max: epsxeps j⋅=∆⇒  

  ( Wobei sich in der Praxis { }4,max: epsxeps j⋅=∆   besser verhält. ) 

 

  praktisch : Wähle ∆  so , dass ∆  und jx  gleiches Vorzeichen haben. 

  Alternativen :  - Differenzenquotienten 2. Ordnung : 

     
∆

⋅∆−−⋅∆+

2

)()( jj exFexF
 

     ( geringerer Fehler , jedoch Verdopplung des Aufwands ) 
 
    - Extrapolationsverfahren : 
     Hiermit ist prinzipiell eine sehr genaue Berechnung der 

Ableitungen möglich , für das Newton-Verfahren jedoch 
zu aufwendig. 

 
 
Vorteil :  - sehr einfache Implementierung 
 
Nachteile : - hoher Aufwand für  1>>n  
  - Sehr großer Fehler , falls F  nicht genau ausgewertet werden kann. 
 
typisches Beispiel : Auswertung von F  beinhaltet selbst ein iteratives Verfahren (nested iterations) 
 

d) Approximation der Jacobimatrix : 
Für große Probleme kann es vorteilhaft sein , betragsmäßig sehr kleine Elemente der Jacobimatrix zu 
vernachlässigen. 
⇒  Reduktion der Anzahl der Nicht-Null-Elemente 

 
e) Matrixfreie Algorithmen : 

Löst man im Newton-Verfahren die linearen Gleichungssysteme  )( kk xFpJ −=⋅   nicht exakt , 

sondern iterativ , so kann im CG-Verfahren (und entsprechenden Verfahren) für nichtsymmetrische 
Matrizen die Berechnung von J  vermieden werden , weil nicht J  selbst , sondern ausschließlich 
Matrix-Vektor-Produkte vJ ⋅  auszuwerten sind : 

∆
−⋅∆+

=⋅
)()( xFvxF

vJ  

 
 
 
Zusammenfassung : 
-  Newton-Verfahren kann divergieren. 
-  Gedämpftes Newton-Verfahren konvergiert nur nahe der Nullstelle )1( ≈λ  quadratisch , sonst linear. 
-  Vereinfachtes Newton-Verfahren : für hochdimensionale Funktionen 
    Da sich in der Nähe der Nullstelle die Ableitung kaum mehr ändert , braucht man die Jacobimatrix/Ableitungen 
    nicht in jedem Schritt neu berechnen. 
 
 
 
9.3 Nullstellen reeller Funktionen 
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Bem 9.15 : Bisektionsverfahren 

geg. :  [ ]baCf ,∈  mit Vorzeichenwechsel in [ ]ba,   ( ) ( ) 0<⋅⇒ bfaf  

ges. : ( )bax ,* ∈  mit ( ) 0* =xf  , Existenz von *x  folgt aus Zwischenwertsatz 
 

 
 
Algorithmus : 

 Initialisierung : )(:,)(:,:,: bffaffbbaa ba ====  

 
 repeat 

  
2

:
ba

c
+

=  , )(: cff c =  

 

  if  0<⋅ ca ff  then cb ffcb == :,:  

    else ca ffca == :,:  

 until  ( ) ( )0=≤− cfORTOLab  

 

 






+
=

=≈
sonst       

2

0  falls  ,
:sec

* ba
fc

xx
c

bi  

 
Eigenschaften : 

- einfache Implementierung 

- stets konvergent  ( Bei Rechnung in exa kter Arithmetik gilt : ( ) 0* =xf  für ein [ ]bax ,* ∈ .  ) 
- In Gleitpunktarithmetik muss [a,b] keine Einschließung der Nullstelle ergeben 

(Alternative : Intervallarithmetik) 

- Anzahl der Iterationsschritte : 






 −
+≥

TOL
ab

k 2log1  

 
 
Bem 9.16 : Regula falsi 
Idee : Einschließung der Nullstelle wie im Bisektionsverfahren , aber Berücksichtigung des Funktionsverlaufs 

in [a,b]. 
 
Algorithmus : 

 Bestimme c  als Nullstelle des (linearen) Interpolationspolynoms zu ( ) ( ) :,,, ba fbfa  

  ( ) 0
!
=−⋅

−
−

+ aba ff
ab
ac

f  

 
 ⇒  

  
ab

ab

ff
fbfa

c
−

⋅−⋅
=  

 
Konvergenz : 

- Häufig schneller als im Bisektionsverfahren. 
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- In exakter Arithmetik gilt : Intervall [a,b] ist eine Einschließung der Nullstelle *x  von f . 
 
Problem : 
 Langsame Konvergenz , wenn während der Iteration eines der beiden Intervallenden unverändert bleibt. 
 
 

Beispiel : [ ] [ ]1,0,,1
2
1

,
2
1

)( 10*10 =≈=−= baxxxf  

 

 
 
 
 
Verbesserung : 

 Bleibt a  über 2 Iterationsschritte unverändert , so setze aa ff
2
1

:= .  (analog für b) 

 
 
verbesserter Algorithmus : 

 Initialisierung : 0:,)(:,)(:,:,: ===== ibffaffbbaa ba  

 
 repeat 

  
ab

ab

ff
fbfa

c
−

⋅−⋅
=  , )(: cff c =  

 
  if  0<⋅ ca ff  then 

     cb ffcb == :,:  

     if  1−=i   then  aa ff
2
1

:=  

     1: −=i  
    else  

ca ffca == :,:  

     if  1=i   then  bb ff
2
1

:=  

     1:=i  
 

 until  ( ) ( )0=≤− cfORTOLab  

 

 






+
=

=≈
sonst       

2

0  falls  ,
:* ba

fc
xx

c

reg  
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Bem 9.17 : Sekantenverfahren 

Idee : Nutze (ähnlich wie im Newton-Verfahren) Informationen über f  in einer (kleinen) Umgebung von kx  , 

 vermeide jedoch die Auswertung von 'f . 
 
Vorteil : Schnellere Konvergenz als regula falsi , falls „gute“ Startwerte bekannt sind. 
 
Nachteil : Keine Einschließung der Nullstelle. 
 
Verfahren : 
 Bestimme zu gegebenen  ( ) ( )kkkk fxfx ,,, 11 −−    ,   (mit )( kk xff =  das lineare Interpolationspolynom 

und wähle 1+kx  als dessen Nullstelle : 

  ( ) 0
!

1
1

1 =−⋅
−
−

+ −
−

+
kk

kk

kk
k ff

xx
xx

f    (*) 

 ⇒  

  
1

11
1 :

−

−−
+ −

⋅−⋅
=

kk

kkkk
k ff

fxfx
x  

 
 
 
 
Alternative Interpretation :  Inverse Interpolation 
 Bestimme das Interpolationspolynom π  zu den Stützpunkten  ( )ikik xf −− ,     , ),...,1,0( li =   und 

 wähle  )0(:1 π=+kx . 

 
 Die Existenz von π  lässt sich nachweisen für paarweise voneinander verschiedene ikx −  mit 

 1* <<−− xx ik     , ),...,1,0( li =  , sofern *x  einfache Nullstelle von f  ist. 

 
 praktische : =l  2 oder 3 oder 4 
 
 
Konvergenz : 

 1+kx  







−
−

⋅−=
−

−

kk

kk
kk ff

xx
fx

1

1    ( nach Umstellen von (*) ) 

 

  ( )( )
kk

kk
kk

xx
ff

xffx

−
−

⋅−−=

−

−

1

1

* 1
 

 

  [ ] ( )**, xxxxfx kkk −⋅−=  

 

  [ ]kk xxf ,
1

1−

=  

 
 
  ⇒  

*
1 xxk −+  ( ) [ ]

[ ]








−⋅−=

− kk

k
k xxf

xxf
xx

,
,

1
1

*
*
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  ( ) ( ) [ ]
[ ]kk

kk
kk xxf

xxxf
xxxx

,
,,

1

*
1*

1
*

−

−
− ⋅−⋅−=  

 

 Ist *x  einfache Nullstelle von 2Cf ∈  und kk xx ,1−  in einer hinreichend kleinen Umgebung von *x , so 

 gibt es eine Konstante 0>M  mit   
[ ]

[ ] M
xxf

xxxf

kk

kk ≤
−

−

,
,,

1

*
1  , 

denn  [ ] ( ))(', 111 −−− −⋅+= klkkk xxxfxxf ϑ  für ein )1,0(∈ϑ  

und [ ] ( )ξ''
2
1

,, *
1 fxxxf kk =−    für ein [ ]βαξ ,∈  mit [ ]βαξ ,,,1 ∈− kk xx . 

 

 Mit *: xxMe kk −⋅=  folgt  11 −+ ⋅≤ kkk eee   und hieraus mittels vollständiger 

Induktion  
kq

k Ke ≤   , )0( ≥k  mit { }q eeK 10 ,max:=    und  ( )51
2
1

+=q  , denn 12 += qq  

und  
121111 )1( +−−−−

====⋅ ⋅+⋅+ kkkkkkk qqqqqqqqq KKKKKK  . 
 
Wählt man Startwerte 10 , xx  so , dass 1<K  , so folgt die Konvergenz des Sekantenverfahrens. 

Die Ordnung beträgt mindestens ( ) 618.151
2
1

≈+=q  

 
 
Bem 9.18 : Nullstellen von Polynomen 
Enger Zusammenhang zwischen Polynomnullstellen und Eigenwerten von Matrizen. 
(Die Eigenwertberechnung ist numerisch oft günstiger.) 
 

Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle von 0
1

1 ...)( axaxaxp n
n

n
n +++= −

−  

Auswertung von )('),( kk xpxp  mittels Horner-Schema 

Zur Wahl der Startwerte vgl. Literatur Stoer , Abschnitt 5.5. 
 
Hat man eine Nullstelle 1ξ   (näherungsweise) bestimmt , so wendet man zur Bestimmung weiterer Nullstellen das 

Newton-Verfahren auf 
1

1
)(

:)(
ξ−

=
x

xp
xp  an.  (*) 

 

Numerisch stabile Auswertung von 
)('
)(

1

1

k

k

xp
xp

 mittels Trick von Maehly : 

 

 

1

1

1
1 )(

)('

)(
)('
)(

ξ−
−

−=−=+

k

k
k

k
k

k

k
kk

x
xp

xp

xp
x

xp
xp

xx  

 

 - wegen der Ableitung von (*) :  
2

1

1
1 )(

)()()('
)('

ξ
ξ

−
−−⋅

=
x

xpxxp
xp  

 
 
 
 
9.4 : Minimierungsprobleme  
 
Bem 9.19 : Newton-Verfahren für Minimierungsprobleme 
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geg. :  RRf n →:  , f  stetig differenzierbar 

ges. : *x  mit ( ) )(min* xfxf
nRx∈

=    ( = freies Minimierungsproblem ) 

 

Notwendige Bedingung für lokales Extremum : ( ) 0* =∇ xf  
 

Hinweis : Gradient von f :    





















∂
∂

∂
∂

=∇

)(

)(

)(
1

x
x
f

x
x
f

xf

n

M  

 

Ist *x  einzige Nullstelle von f∇  und wächst )(xf  für ∞→x  unbeschränkt , d.h. gibt es zu jedem 0>C  

ein 0>M  mit Cxf ≥)(   für alle nRx ∈  mit Mx ≥  , so ist ( ) 0* =∇ xf  notwendig und hinreichend für 

eine globale Minimalstelle von f . 
 

Berechnung von *x  druch Anwendung des (gedämpften) Newton-Verfahrens auf 0)( =xF  mit )(:)( xfxF ∇=  : 

 ( ) )()(
12

1 kkkkk xfxfxx ∇⋅∇⋅−=
−

+ λ  

mit )(2 xf∇  = Hessematrix = nn

n

jiji

Rx
xx
f ×

=

∈










∂∂
∂

1,

2

)( . 

 
Bestimmung des Dämpfungsparameters kλ  so , dass )()( 1 kk xfxf <+ . 

 
 
Praktisch sind häufig beschränkte Minimierungsprobleme anzutreffen. 

D.h. Menge nRE ⊂  und gesucht : Ex ∈*   mit  ( ) { }Exxfxf ∈= :)(min*  
 
 
 
 
Bem. 9.20 : Nichtlineare Ausgleichsprobleme 

geg. :  Messdaten ( )kk yt ,    , ),...,1( mk =     denen ein (angenommener) funktionaler 

Zusammenhang  ( )nxxxty ,...,,; 21ϕ=   zu Grunde liegt. 

 

 
 

linear : btay +⋅=  

nichtlinear : btay ++⋅⋅= )sin( ϕω  
 

ges. : Parameter  nxxx ,...,, 21   so , dass ( )nk xxxt ,...,,; 21ϕ   möglichst gut ky  approximiert : 
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 min)(
2

→xF  mit 

( )

( )















−

−

=

nmm

n

n

xxxty

xxxty

xxxF
,...,,;

,...,,;

:),...,,(

21

2111

21

ϕ

ϕ

M  

 „Ausgleichsrechnung“ 
 
 
 
Spezialfall : 

 Ist ϕ  linear in nxxx ,...,, 21    , so ergibt sich nxxx ,...,, 21  als Lösung eines überbestimmten linearen 

 Gleichungssystems. Numerische Lösung mittels QR-Zerlegung. 
 
allgemein : 

 Mit 
2

2
)(

2
1

:)( xFxf =   ergibt sich in Bem 9.19 

( ) )()()( xFxFxf T
x ⋅=∇  und 

 ( ) ( ) )()()()()(2 xFxFxFxFxf T
xxx

T
x ⋅+⋅=∇ . 

 

 Hat )(xFx  Vollrang und ist ( ) 1* <<xF  , so ist ( ) )()( xFxF x
T

x ⋅  symmetrisch und positiv definit  

 und )(2 xf∇  regulär in einer Umgebung von *x  ⇒  Newton-Verfahren anwendbar 
 
Problem : Auswertung von )(xFxx  kann sehr aufwendig sein 

 
 
Bem. 9.12 : Gauß-Newton-Verfahren 

geg. :  mn RRF →:  , F  stetig differenzierbar 

ges. : nRx ∈*  mit ( )
22

* )(min xFxF
x

=  

 
Ansatz : 
 Linearisierung von F  in kx  

 )()()(:)()( kkxkk xxxFxFxFxF −⋅+=≈  

 
 Bestimmung von x  als Lösung des linearen Ausgleichsproblems  

 
2

2
)(

2
1

min xFkx
 

2

2
)()()(

2
1

min kkxkx
xxxFxF −⋅+=  

    
2

22
1

min bAx
x

−=  

 

 mit )()(:,)(: kkkx
nm

kx xFxxFbRxFA −⋅=∈= ×  

 
 
 
gedämpftes Newton-Verfahren : 

kkkkkk pxxxxp λ+=−= +1,:  

 
Normalgleichungen : 

( ) ( ) )()()()()( k
T

kxkkx
T

kx xFxFxxxFxF ⋅−=−⋅⋅  

 

Im Vergleich zum Newton-Verfahren entfällt die aufwendige Auswertung von  ( ) )()( k
T

kxx xFxF ⋅  
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in )(2
kxf∇ . 

Ist 1)( <<kxF   , so ist die Konvergenz jedoch ähnlich schnell wie im Newton-Verfahren 

für 
2

2
)(

2
1

:)( xFxf =   . 

Häufig Konvergenzprobleme , falls ( ) )1(* OxF = . 

Praktisch ergibt sich für derartige Probleme jedoch ohnehin eine sehr schlechte Übereinstimmung 
von ky  und ( )nk xxxt ,...,,; 21ϕ  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
10. Numerische Lösung von Differentialgleichungen 
 
Matlab-Befehl zum Lösen von DGL : ode45 
 
Bem 10.1 : Systeme gewöhnlicher DGL 

geg. :  [ ] yy nn RRTf →×,0: f  System gew. DGL 1. Ordnung  -  ( ))(,)(' tytfty =  (*) 

ges. : Lösung [ ] ynRTy →,0:  , 1Cy ∈  , und für jedes [ ]Tt ,0∈  soll  (*) erfüllt sein. 

 
Beispiel : 

  1,' == ynyy  

  D.h. tecty ⋅=)(     , Rc ∈  
 

 
 
Spezialfall : 
 )(),( tfytf =  

 ∫+=
t

dfyty
0

)()0()( ττ  

 (Die Menge der Quadraturprobleme (Integration) ist Untermenge der Anfangswertprobleme von DGL.) 
 
 
 
klassisch : )( nty  für „viele“ [ ]Ttn ,0∈  

 
besser :  „stetige Lösungsdarstellung“ (dense output) 
  [ ]TCty ,0)(~ ∈    mit   )()(~ tyty ≈  , [ ]( )Tt ,0∈  
 
 
 
Systeme höherer Ordnung : Äquivalenz zu Systemen 1.Ordnung (siehe Analysis III) 
 
 
Nichtautonome Systeme : 
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Häufig betrachtet man nur autonom Systeme  ( ))(,)(' tytfty =   , denn diese sind äquivalent 

zu  ( ))()(' tYFtY =  mit  
1

)(
)( +∈








= ynR

ty
t

tY   , 







=

),(
1

)(
ytf

YF  

 
• Anfangswertprobleme : 

Vorgabe von n  Anfangsbedingungen ynRyy ∈= 0)0(    zu (*) 

 
Satz von Picard-Lindelöf : 
Ist f  stetig und Lipschitz-stetig bzgl. y  , so hat das AWP zu (*) eine eindeutige Lösung. 

 ( )∫+=+
t

kk dyfyty
0

)(
0

)1( )(,)( τττ  , )0( ≥k  , 0
)0( )( yty ≡       , [ ]( )Tt ,0∈  

 
praktisch : sehr langsame Konvergenz ⇒  für praktische Rechnungen ungeeignet 
  (jedoch gut parallelisierbar) 

 
• Randwertprobleme : 

Vorgabe von insgesamt  yn  Bedingungen an die Randwerte  )0(y   und  :)(Ty  

( ) 0)(),0( =Tyyr  mit  yyy nnn RRRr →×:  
 
 

Beispiel : 
 0'' =+xx  (*) 

 







=

'x
x

y  , 1221 ',' yyyy −==  

 







=

)(
)(

)(
2

1

ty
ty

ty  , 







−

=
1

2),(
y

y
ytf  

 
 AWP : 
  01 )0()0( xyx ==  

  ')0()0(' 02 xyx ==  

 
 RWP : 

[ ] [ ]π,0,0 =T  
 
Lösung von (*) :  tctctx cossin)( 21 +=  mit Rcc ∈21 ,  
 
a) )()0(0)()0( 11 ππ yyxx ====  

02 =⇒ c  

D.h.  tctx sin)( 1=       mit Rc ∈1  
 

b) 1)()(,0)0()0( 11 ==== ππ yxyx  

Aus 0)0( =x  folgt 02 =c  

Aus 1)( =πx  folgt 12 −=c  
D.h. widersprüchliche Bedingungen ⇒  nicht lösbar 
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Im Allgemeinen nur lokale Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen in einer Umgebung einer (isolierten) Lösung. 
 
 
Bem 10.2 : Diskretisierungsverfahren für gewöhnliche DGL 
 
Def. Zeitgitter :  { }Ttttttt NN =<<<==∆ ...0:,...,,: 1010  

 
Explizites Eulerverfahren : 

 Sei Näherungslösung )(~ ty  gegeben auf  [ ]nt,0   und  )(~: nn tyy = . 

 Gesucht :  Stetige Fortsetzung auf  [ ]1,0 +nt   mit  0:1 >=−+ nnn htt . 

 

 
 

[ ] :, 1+∈ nn ttt  )(ty  ( )∫∫ +=+=
t

t
n

t

t
n

nn

dyftydyty τττττ )(,)()(')(
(*)

 

   ( ) ),()()(~,)(~
nnnn

t

t
nnn ytfttydtytfty

n

⋅−+=+≈ ∫ τ  

 
  { ),(::)(~)(

1

111 nn

tt

nnnnn ytfhyytyty
nn

⋅+==≈
−=

+++

+

 

 
Verfahrensvorschrift des expliziten Eulerverfahrens : 

( )nn
n

nn ytf
h

yy
,1 =

−+  

 
Stetige Lösungsdarstellung (Polygonzugverfahren) : 

 ( ) ( ) ( ) ( )nnnnnnnnnnn yyyytfhyhtyhty −⋅+=⋅⋅+=⋅+≈⋅+ +1,:~ θθθθ  , [ ]( )1,0∈θ  

 
 
 
Trapezregel : 

 ( ) ( )( ))(~,)(~,
2

)(~)(~
111 +++ +⋅+= nnnn

n
nn tytftytf

h
tyty  

 

 ( ) ( )( )11
1 ,,

2
1

++
+ +⋅=

−
nnnn

n

nn ytfytf
h

yy
 

 
- Nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung von 1+ny  

- Zur Lösung von Anfangswertproblemen nur geeignet , falls nh  wesentlich größer sein kann als im 

Eulerverfahren. 
 

- Vorteilhaft für RWP , da symmetrisches Ve rfahren 
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Definition 10.3 : Einschrittverfahren (ESV) 

Zur numerischen Lösung des AWP 0)0( yy =   zu (*)  wird die Lösung )(ty  approximiert durch eine 

Gitterfunktion  ynRy →∆∆ :   mit  )()(~)(: nnnn tytytyy ≈== ∆ . 

 

Einschrittverfahren haben die Form  ( )fhythyy nnnnnn ,;,1 ϕ⋅+=+   mit der Verfahrensfunktion ϕ  . 

 
Euler :   ( ) ( )nnnnn ytffhyt ,,;, =ϕ  

Trapezregel : ϕ  ergibt sich als Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems  
 
 
Bem. 10.4 : Explizite Runge-Kutta-Verfahren 
S-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren 

 ( )∑
=

+ ⋅+⋅⋅+=
S

j
njnjnjnnn Yhctfbhyy

1
1 ,  

mit Stufenvektoren   ( )∑
−

=

⋅+⋅⋅+=
1

1

,
i

j
njnjnijnnni YhctfahyY   , ),...,1( Si =  

 
 nn yY =1  

 ( )111 ,:' nnnn YhctfY +=  

 

 ( )11212 , nnnnnn YhctfahyY +⋅⋅+=  '121 nnn Yahy ⋅⋅+=  

 ( )222 ,:' nnnn YhctfY +=  

 
 ... 

 ∑
=

+ ⋅⋅+=
S

j
njjnnn Ybhyy

1
1 '  

 
 mit : 

 jb  - Gewichte 

 ic  - Knoten 

 ija  - Runge-Kutta-Paramter 

 
 Butcher-Schema : 
  

2c  21a      

3c  31a  32a     

M  M   O    

Sc  1Sa  2Sa  ... 
1, −SSa   

 
1b  2b  ... 

1−Sb  Sb  

 
 
Spezialfall : 

1)(' =ty  

 ∑
−

=

⋅⋅+=
1

1

1
i

j
ijnnni ahyY  

 

 Stufenvektoren )( ninni hctyY +≈  



 74 

 

 ninnin hctyhcty +=+ )()(  

 ∑
−

=

=
1

1

i

j
iji ac  , ),...,1( Si =  

 
 
stetige Lösungsdarstellung : 

 ∑
=

⋅⋅+≈⋅+
S

j
njjnnnn Ybhyhty

1

')()( θθ  

 mit  0)0( =jb    und   jj bb =)1(  für Sj ,...,1=  

 
 
Beispiel : 
 Arenstdorf-Orbit (siehe evt. Folien) 
 

a) Explizites Eulerverfahren 40.5 −= Eh  sehr schlechte Näherung (unbrauchbar) 
4104 ⋅  Integrationsschritte und 4104 ⋅  Funktionsauswertungen 

 
b) Explizites Eulerverfahren 50.2 −= Eh  akzeptable Näherung 

610  Integrationsschritte und 610  Funktionsauswertungen 
 

c) Runge-Kutta   30.2 −= Eh   akzeptable Näherung 
4104 ⋅  Integrationsschritte und 4104 ⋅  Funktionsauswertungen 

 
d) DOPRI5 (Dormand/Prince)   sehr gute Näherung 

75  Integrationsschritte und  535  Funktionsauswertungen 
 
 
zum klassischen Runge-Kutta-Verfahren : 

4=S  (d.h. 4stufig) 
 
 nn yY =1  

 ( )nn
n

nn ytf
h

yY ,
22 ⋅+=  

 





 +⋅+= 23 ,

22 n
n

n
n

nn Y
h

tf
h

yY  







 +⋅+= 34 ,

22 n
n

n
n

nn Y
h

tf
h

yY  

 

 ( ) 















++








+⋅+








+⋅+⋅+=+ 4321 ,

2
,

2
2,

2
2,

6 n
n

nn
n

nn
n

nnn
n

nn Y
h

tfY
h

tfY
h

tfytf
h

yy  

 
 Butcher-Schema : 
  

2
1  2

1  
   

2
1  0  

2
1  

  

1 0  10  1  
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6

1  3
1  3

1  6
1  

 
 
 
 
Bem 10.5 : Diskretisierungsfehler 
 

a) Lokaler Fehler des ESV (local error) : 
( )( )fhtythtyty nnnnnn ,;)(,)()( 1 ϕ⋅+−+  

 
Beispiel : Expliztes Euler-Verfahren 

 ),(1 nnnnn ytfhyy ⋅+=+  

 ( ) ( )













⋅+−=

=

+ 43421
)('

1 )(,)()(:
nty

nnnnnn tytfhtytyle  

 

 ( )2
1 )(')()()( nnnnnnn hOtyhtyhtyty +⋅+=+=+  

 

( ) ( )2
nn hOle =⇒  

 
 

Runge-Kutta :  ( ) ( )5
nn hOle =  

DOPRI5 : ( ) ( )6
nn hOle =  

 
b) Globaler Fehler : 

)(: NNN tyy −=ε  

 

)( 11 ++ − nn tyy
( ) ( )( )

( )( ) 4444444 34444444 21
nle

nnnnnn

nnnnnnnnnn

tyfhtythty
fhtythtyfhythy

)(

1)(,;)(,)(
,;)(,)(,;,

−=

+−⋅++
⋅+−⋅+

= ϕ
ϕϕ

 

 
  wegen Dreiecksungleichung folgt 
 

( ) ( )( ) ( )nnnnnnnnnnn lefhtythtyfhythy +⋅+−⋅+≤ ,;)(,)(,;, ϕϕ  

 

( ) ( ) ( )nnnnnnnnnn lefhtytfhythtyy +−⋅+−≤ ,;)(,,;,)( ϕϕ  

 

( )nnnnnn letyyLhtyy +−⋅⋅+−≤ )()(   (Lipschitz-Konstante L) 

 

( )nnnn letyyLh +−⋅⋅+= )()1(  

 

 mit )(: nnn tyy −=ε   folgt die Rekursion : 

 

1+nε  ( )nnn leLh +⋅⋅+≤ ε)1(  

( )nn
Lh lee n +⋅≤ ⋅ ε  

 

nε  ( ) 11
1

−−
⋅ +⋅≤ −

nn
Lh lee n ε  
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Einsetzen : 
⇒  

1+nε  ( ) ( ) 11
1

−
⋅

−
⋅⋅ +++⋅⋅≤ −

n
Lh

nn
LhLh leeleee nnn ε  

 
 ≤  ... 

 

 ( ) ( ) 10
)...( 01

−
⋅⋅+++ +++⋅≤ −

n
Lh

n
Lhhh leelee nnn ε  

    ( ) ( )0
)...(

2
)( 111 ... leelee Lhhh

n
Lhh nnnn ⋅++⋅+ ⋅+++

−
⋅+ −−  

  wegen 0110 ... tthhh nn −=+++ +  T≤  folgt 

   ( )∑
=

⋅
+ ⋅≤

n

i
i

TL
n lee

0
1ε  

 

  Für  consthhn ==   ist  hhCnehCe TL
n

i

TL
n ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅≤ ⋅

=

⋅
+ ∑

0

2
1ε   und 

wegen Thn <⋅   ist  hTeC LT
n ⋅⋅⋅≤+1ε . 

(=Beschreibung des globalen Fehlers des Euler-Verfahrens.) 
D.h. Halbierung der Schrittweite entspricht einer Halbierung des Fehlers. 

 

  Für Runge-Kutta :  4
1 hTeC LT

n ⋅⋅⋅≤+ε  

  Für DOPRI5 :    5
1 hTeC LT

n ⋅⋅⋅≤+ε              (Halbierung der Schrittweite bedeutet 
32
1

Fehler) 

 
 
 


