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Kapitel 1
Einleitung , Beispiele

Zielfunktion Q = ¢’z , ¢,x € R" -Min
x>0, Ar <0 bzw. Az =10
(Gleichungs- bzw. Ungleichungs-Restriktionen
= zuléssiger Bereich)

lineare Optimierungsaufgabe : A e R(mm) , d.h.  m Gleichungsrestriktionen
n Unbekannte

Beispiel 1 :  Produktionsplan fiir landwirtschaftlichen Betrieb

Input Aktivitdten Output

z;1-1FE — ’Anzahl Rinder z; ‘ r1 - 250 €
X1 - 150 AS —

r9-0.2 FE — ’Anzahl Schafe o ‘ To - 45 €
T9-25 AS —

(FE=Futtereinheit , AS=Arbeitsstunde)

1. Restriktion (Vorzeichenbedingung)
° z1 >0, x5 > 0, ganzzahlig

FE : 21 + 0220 — ’Rinder , Schafe| — 250z + 45x9
AS : 150z + 2529 — Gesamtgewinn

weitere Restriktionen (Kapazitétsbeschrankungen fiir Stélle und Arbeitsstunden)
. 1 <50, z <200
. 150x1 + 2522 < 10.000 (AS)

x1 + 0.2x9 <72 (FE)

= Modell : Lineares Optimierungsproblem
Zielfunktion : Q = 250x1 + 4525 — Max

Restriktionen :
T S 50
To < 200



150z + 2522 < 10.000 (Ga2)
1, T2 >0
zuldssige Elemente : 1 =50,22=0

JJ1:0,.’£2:200

X2 32 33
AN Gl Mg
200
Opiimum
Niveaulinie fiir _ —_
i zulissiger
Gewinn = 5000 Bereich
~111 110
:Q 100

>
T I
20\ 50 x;

Abb. 1.1: LOP zu Beispiel 1

e Eine Verschiebung der Niveaulinie bewirkt eine Verédnderung des Gewinns.
e Eine Restriktion wird unterhalb der jeweiligen Hyperebene erfiillt.

e Zuléssiger Bereich ist grau eingeférbt.

Optimum graphisch bestimmen :

Gi: x1+0.2z, <72 Fiir 1 = 50 folgt :
250 + a2 < 360
To <110

— Ein Punkt der Geraden ist (z1,22) = (50,110)

Fiir x5 = 200 folgt :
1 +40 <72
T <32
— Ein weiterer Punkt ist (32,200)

Gao: 1501 + 2529 < 10.000 Fiir 1 = 50 folgt :
7.500 + 2525 < 10.000
25x9 < 2.500
To <100

— Erster Punkt (50, 100)

Fiir 2o = 200 folgt :

15021 + 5.000 < 10.000
5.000

1 < 50

1 <10 ~333



— Zweiter Punkt (33.3,200)

Optimum rechnerisch bestimmen (LGS lésen) :
I xr1 + 0.2$2 =72
II 150z + 2522 = 10.000

I Ty = 360 — 5y in II einsetzen :
r 150z1 + 9000 — 12521 = 10.000

25x1 = 1000

x1 = 40

T9 = 360 — 200 = 160

= Qumaz = 25021 + 4529 = 17.200

Beispiel 2 :  Transportproblem

von Firma \ nach Lager A B C
I 250 x1 | 17 a2 | 18 x3
I 25 x4 | 18 x5 | 14 x6
Problem : In jedes Lager sollen 300t mit insgesamt minimalen Kosten

geliefert werden.
Aufstellung des Modells :

Input Aktivitédten Output
z1-tinl —— Transport von I nach A —— 1 Tonnen in A
Kosten : z1 - 25 Menge : x1

— insgesamt 6 Aktivitéiten
Gesamtprozess :

Menge des Gutes in I :

1+ T + 3 — 1+ 24 ='300t in A

Menge des Gutes in 1T : — |azo+ x5 ='300tin B

T4+ T5 + Tg —  |z3+ 26 =" 300t in C

l

I

rechte Seite sind die ersten drei Restriktionen

weitere Restriktionen :
T1,y...,26 >0
in Firma I stehen 350t zur Verfiigung : x1 + x2 + z3 < 350
in Firma II stehen 650t zur Verfiigung : x4 + x5 + x5 < 650

Zielfunktion zur Kostenminimierung :
Q =25z + 1729 + 183 + 2514 + 1825 + 1426 — Min

LOP :



1+ To + X3 §350
T4+ x5 +26 <650

xr1 + x4 = 300
T2+ x5 =300
r3 + Xg = 300

T1y.-eyLg > 0

Umformen in LGS :

Was in Firma I oder II nicht abtransportiert wird bleibt im Lager.

Fasse dies als ein neues ”Scheinlager” auf.
= Finfithrung einer neuen Aktivitit "NOP”

von Firma \ nach Lager A B C D
I 2521 | 17T a9 | 18 3 | O
II 2524 | 18 x5 | 1426 | O
=

Ty + T + 3 + 27 =350

T4+ T5 + T + T3 = 650

T1+ T4 = 300

T2 + X5 =300

T3 + T =300

L1y.-ey LY > 0

x7, g sind ”Schlupfvariablen”

Beispiel 3 : Diskrete Tschebyscheff-Approximation

f(z) soll in [a,b] durch eine Linearkombination von n gegebenen Funktionen wug, ...

bestmoglich angendhert werden , d.h.

— min
Ay

max
z€[a,b]

f(z) - Za,,ul,(x)

(optimiert wird iiber die a,)

Diskretisierung :

Betrachtung der Funktion f(z) an den Stiitzstellen 1, ..., 2} im Intervall [a, b].

Bezeichnungen : fi=flxy) , w, =u(zy) , j=1,....k

— min
a,

max
1<5<k

fi— Z ayuy, ()
v=1

= diskretisiertes Problem
(duBeres Problem = Minimumproblem

inneres Problem = Maximumproblem)

min max
ay, J

n
fj - E auuuj
v=1

y Un



Einfiihren eines neuen Parameters ay , um aus dem Maximumproblem ein Minimumpro-

blem zu formulieren :

ay
——

zs.fassen

n
=minmin { agp | ap > fj — E ayuy, ;j=1,...k
v=1

n
= min ap | ao > |f; —Zal,u,,j =1,k
v=1

@0,Q1;..-,0n
ZF

Restriktionen

(= lineares Optimierungsproblem mit Restriktion)

Daag>|..] & ap>(...)und ag > —(...) , kann man nun schreiben :
Zielfunktion : ag — Min
Restriktionen :

g — G1U1] — QU1 — ... — Gpln] > —fi

ap — A1ULE — AUk — ... — Aplnk > — [k

ap + a1 + ol + ... + apln1 > f1

ap + aruig + auok + ... + GplUnk > fi

(= LOP ohne Vorzeichenrestriktionen)



Kapitel 2

Das allgemeine lineare

Optimierungsproblem (LOP)

geg.: r,ceR" , n>1 ,beR™ m>1
= 7 Aktivitdten”
c= " Effizienzkoeffizienten”

A€eR™™ = (a;;) Matrix mit m Zeilen und n Spalten
A:-R* - R™ (y — AJJ)

Halbordnung : yr>yPeyl >y i=1,...m
- reflexiv : y! <yt
- antisymmetrisch : y' < y? A 2 <yl =yl =¢?
- tramnsitiv : y! <y A 2 <yP =yl <P

aber : beliebige Elemente nicht vergleichbar !

vergleichhar nicht vergleichbar

Abb. 2.1:

LOP vom Typ 1 : (LOP1)

e Q=cTz — Min = Zielfunktion , Aquivalent : —Q — Max
o Ax <b = Restriktionen
e Ein z € R" mit Az < b heisst zuldssig

Bemerkung 1 :




Darstellung von LOP1 durch nichtnegative Variablen :

Zu gegebenen x € R™ existieren stets ' >0 und z” > 0 aus dem R" mit z = 2’ — z”

]
x; fallsx; >0
z.B. z = (x 4+ 2*) — 2* mit z* = : , xf = i "= , wobei
’ —x; fallsx; <0
Ty,
1+ 2] I ]
2x; fallsx; >0
0<z+4az*= : , T+l = it ‘T und 0<ar=|
‘ 0 fallsxz; <0 )
Tp + 2, x)
Substitution in LOP1 :
e — 2" — Min — e — Min

/
Al =2y <b — (A,—A)-(x”)gb
x
x’ c
2>0,2">0 — xz( //)20 , wobei Ez( )
x —c
= vorzeichenbeschrinktes Problem (LOP2)

Typ des neuen Problems : LOP2

Q: &z — Min
Az <b A= (A, —A)
x>0

/

fL‘//

Dabei ist z € R2" : (m > , ceR | AeRm2)

Bemerkung 2 :
LOP1 in der Form LOP2 hat mehr Variablen und Restriktionen

Bemerkung 3 :
LOP2 ist Spezialfall von LOP1 :
Zusammenfassen der Restriktionen Ax <b , x>0 zu

Az <t , Az= ( 4 ) cx < ( g ) =0V (I=IdentityMatrix)

Bemerkung 4 :

Die Typen LOP1 und LOP2 sind dquivalent :

Jede Losung von LOP2 16st LOP1 und jede Losung von LOP1 erzeugt eine Losung von
LOP2.

Bemerkung 5 :

Herleitung von Typ LOP2 aus LOP1, so dass die Zahl der Variablen und Restriktionen
gleich bleibt :

Sei x1 nicht vorzeichenbehaftet. Besteht die erste Spalte von A nur aus Nullen, so ist x

beliebig.



= (@ besitzt in LOP1 (LOP2?) kein endliches Minimum oder der Koeffizient bei x; ver-
schwindet
= 3 tritt in LOP1 (LOP2?) nicht auf.

Fiir den zweiten Fall a1; # 0 gilt : Wegen

n
g arjr; < by
i=1

n
= b —Zaljl‘j =y >0
j=1

und deshalb durch Elimination nach xq :

n
1
1= |b—u —Zalng‘ o
= 11
#0
Die erste Zeile des Restriktionensystems wird : y; > 0 und aus den iibrigen eliminiert man
ZIq.

Vorteil : Keine Erhéhung der Dimension

Nachteil : Man muss eliminieren

LOP3 :
Q: Tz — min
Axr=1b
x>0

Bemerkung 6 :
LOP2 ist aquivalent zu LOP3.

a) Az = b ist dquivalent zu Az < b und —Azx < —b
Dann ist
cTx — Min
Ax <b
—Ax < —b
x>0
ein Problem vom Typ LOP2

b) Ist LOP2 gegeben, so existiert zu jedem zuléissigen = ein y € R™ mit y > 0, so dass
Ar4+y=1> (y=b— Az >0)

Umwandlung :



LOP2 LOP3

T T

¢’ x — min ¢’ x — min
Ax <b = Az+y=0>
x>0 z,y >0

LOP3 in Standardform :

HENORERE

= LOP3: AT¢ — min
A =b
§>0

Zusammenfassung :
LOP1 &quivalent LOP2 dquivalent LOP3

2.1 Der zulissige Bereich

Punkte z € R™ die dem Restriktionensystem von LOP1 geniigen, heiflen zulissig fiir LOP1.
Aquivalent fiir LOP2 und LOP3.

Betrachte LOP1 :

B={zeR"” : Az <b} = zuléssiger Bereich von LOP1

Die m Restriktionen in Az < b miissen gleichzeitig erfiillt sein, d.h.

r€e€B & xe€ ﬂ H; ,wobei

i=1,...,m

H;, = {x eR" : Zaikxk < bl} ,i=1,....,m =abgeschlossenerHalbraum
k=1

Die begrenzende Hyperebene ist :

HY = {meR” : Zaikmk:bi} ,i=1,...m d.h.
k=1

n
Zaikajk - bi =0.
k=1
Die zuldssigen Punkte = € B liegen wegen
n
Z airry —b; <0
k=1
in Richtung der negativen Gradienten (je Zeile der Matrix) von
n
y=> anzp—b: —grad(y) = —(ai, i, .. ain)"
k=1

Beispiel
Eigenschaften des zulissigen Bereichs :

10



Def. 2.1 :

Beispiel :

Def. 2.2 :

Def. 2.3 :

Beispiel :

1
< -—-x14+1 = x14+29—-1<0

—grad(wl + zo — 1) = - (%El’ 37@) = _(17 1)

Eine konvexe Linearkombination von Punkten z’, ..., z! (IZ € R")

ist gegeben durch :

l l
x:Zozjxj , a; >20Vji=1,..,1 , und Zajzl
Jj=1 j=1

Sind alle a; > 0, so spricht man von einer

echt konvexen Linearkombination.

=2 , z2Y,22€eR” , a1,00>0 , a1+ =1

xr = alxl + 042:132 = 041151 + a2x2 + 0[21'1 — agxl

Wegen z'(a; +ag) folgt :  x=a!+ as(z? — ') , d.h. nur noch ein Parameter
——

=1
D.h. auf der Geraden durch ! (az =0) und 2? (ap=1) wird

die Strecke zlz? betrachtet :

xz-x

x2

Abb. 2.2: konvexe Linearkombination

Eine Punktmenge R C R™ heifit konvex , falls mit z!,22 € R

auch jede konvexe Kinearkombination zu R gehort.

Sei R CR™ konvex. Ein Punkt x € R heifit Ecke von R , falls er
sich nicht als konvexe Linearkombination von zwei anderen Punkten

aus R darstellen lasst.

R = abgeschlossener Einheitskreis

Behauptung :  Jeder Randpunkt des Einheitskreises ist eine Ecke.

Beweis :

Andernfalls miisste sich ein Randpunkt z" als konvexe Linearkombination
vonz',2? € R, (2! #a°% 2% #2°) darstellen lassen : 2° = aya’ + apa? .
Dann miisste die Verbindungsstrecke ganz in R liegen, diirfte also

den Rand von R nicht schneiden.

Also beriihrt die Verbindungsstrecke die Kreisscheibe in z° , und ist
somit eine Tangente.

Diese liegt aber auierhalb der Kreisscheibe (bis auf )

11



= Widerspruch q.e.d.

Beispiele :

6): EinKegel (RCE" < MECR Waz0)
ist konvex, falls F+F C E gilt

(1) : Die leere IMenge ist konvex
(2) : Einpunktige WMenge ® ist konvex
(3) : Kreisscheihen/Ellipsen sind konvex

4) : konvexe Polygone

Spezalfall :
(5) : nicht konvex :
R ist ein Kegel, jedoch nicht konvex

{E+E ¢ E gilt nicht )

Abb. 2.3: Punktmengen

Bemerkung 8 : Der Durchschnitt beliebig vieler konvexen Mengen ist konvex.

Beweis :
Sei R=\;c; Ri , Ri konvexr Viel
zha’eB, a1,00>0, a1 +as =1.
= gl 22cR; Viel

= oat+ma?eR; Viel

= R, konvexr,d.h. ajz+ asz? € ﬂ R;

i€l
——
=R

= R konvex.

Hinweis : B = {x € R" : Az <b} = Bereich , den wir betrachten

Satz 2.1 :

Auch wenn das Restriktionensystem Gleichungen enthélt gilt :

B ist konvex und x € B ist genau dann Ecke von B , wenn es sich als Schnittpunkt von n
linear unabhéngigen Hyperebenen darstellen lésst.

Desweiteren gibt es héchstens endlich viele Ecken.

Beweis :
a) B ist konvex :

zeigen , dass jeder Halbraum H,; konvex ist :

Sr_apah < b | a1 >0
S apa: < bi | g >0
|+

12



n n n
1 2 1 2
= g a1 Ty, + E QipQaTy = g aip (a1 + azxy) < b (a1 + ag)
k:l 3 k:1 7 7 7

k=1 1

a1zt + asa® € H; = H; konvex.

= B als Durchschnitt von endlich vielen konvexen Mengen ist wieder konvex.

7

(Hdtte man die Hyperebenen ”=" anstelle der Halbrdume ”<” genommen, so hitte man

die Konvexitit der Hyperebenen gezeigt.)

‘bl) 1 <:/I
20 = (x(l), s x%) € B sei Schnittpunkt von n linear unabhéngigen Hyperebenen

Zaimyxg = bi,, ,A=1,..n (2.2)

,wobei die Zeilen (aiml, ...,aiwn) linear unabhéngig sind.
= 20 als Losung von (4) eindeutig bestimmt.

indirekt : Wiire 29 keine Ecke, so wiirden ', 22 € B existieren mit

20 = aqat + ana?

, aj, a0 >0 ) ap+as=1.

x! kann (4) nicht erfiillen , da a! # 2°, d.h. etwa 2! ¢ H-

= 2! etwa auf ”innerer” Seite von H;

Da 2° € H, folgt, dass 22 auf der "dufleren” Seite von H; liegt.
= 22 ¢ L =Widerspruch

= 20 ist Ecke von B.

b2) " ="
29 € B sei eine Ecke
Zaiw)l,xg =b;,, s e=1.k (2.3)
v=1
Za”,xg < by s T FE ALy ey T FE (2.4)
v=1

(6) ist auch fiir eine hinreichend kleine Kugelumgebung U (z°) von z° in B erfiillt.

Annahme : (5) ist fiir weniger als n linear unabhéngige Gleichungen erfiillt.

= Wenigstens fiir eine Gerade (oder hoher-dimensionale Mannigfaltigkeit)
durch 20 ist (5) erfiillt.

Bezeichne die Gerade mit g :
Betrachte die Punkte der Strecke U(z°)Ng =~ # 0
———

cL
(#0 ,daa® € U@) , a* € g)
20 ist Mittelpunkt von 7.
= 20 ist keine Ecke = Widerspruch

= Es gibt mindestens n linear unabhéngige Zeilen in (5).

= 20 ist Schnittpunkt von n linear unabhiingigen Gleichungen in (5).

13



Gibt es mehr als n Gleichungen in (5) , so sind diese linear abhéngig,.
(die Ecken heiflen dann entartet)

x0 = entartete Ecke

Abb. 2.4: entartete Ecken

c) Ecken existieren hochstens, wenn n < m
(Wegen b1,b2 : 20 ist Ecke < 2% ist Schnittpunkt von n linear unabh. Hyperebenen)

In (1) gibt es i Systeme von n Zeilen.
n

Sind die ausgewéhlten n Zeilen linear unabhingig, dann l6sen und priifen, ob (1) erfiillt
ist. (D.h. ob die Losung in B liegt.)
= Ks gibt hochstens endlich viele Ecken. q.e.d.

Anmerkung :

20
Aus z.B. 20 Ungleichungsrestriktionen folgt : ( 10 ) = 184756 Moglichkeiten fiir Ecken.

Bemerkung :  Die Ecken besitzen eine besondere Bedeutung bei der Durchmusterung des
zuldssigen Bereichs.
Dabher ist ein Verfahren zur Durchmusterung der Ecken von B notwendig.

Def. 2.4 : Besitzt der Durchschnitt einer Geraden mit B mehr als einen Punkt,
so heifit er Kante von B, falls sich kein Punkt der Geraden als konvexe

Linearkombination von 2 Punkten aus B darstellen ldsst, die nicht

zur Geraden gehoren.

- Kante

Linearkombinationen , d.h. keine Kante

Abb. 2.5: Kanten

e Die Randpunkte einer Kante sind die Ecken.

(Da sie sich nicht von anderen Punkten aus B konvex linear kombinieren lassen.

14



e Zwei Randpunkte einer Kante heiflen benachbarte Ecken.

2.2 Eckeniibergang in B
(Ecke — Nachbarecke)

e Sei p° = (29,...,29) Ecke von B

n
0 .
g Qi T, = b; ,i=1,...,n
v=1
n
0 .
E a;,x, < b; ,j=n+1..m
v=1

o Ist p° nicht entartet , so steht in (2) < sonst = .

e Einfiihrung eines neuen Koordinatensystems mit dem Ursprung p° :

Koordinaten-Hyperebenen H;- ¢ =1,...,n linear unabhéngig

n
T : Yi = bz — Zawxy
v=1

= Koordinatentransformation (z° — )

(Das System ist auflésbar wegen der linearen Unabhéngigkeit.)

Einsetzen in Az < b :

n
Zaiuiru—’— Yi :b’L ) 1= 1)"'377‘
v=1 >0

Restriktionen :

Yn >0

’ ’ ’
Apy1,1 Y1 +o Tt Apt1,n " Yn < bn+1

Appp "Y1+ oo+ oy Yn < by

alle Ungleichungen zusammen = (1)

e Bei Transformation T gilt : 20 — y° = (0,...,0)T zulissig
= b, >0 ,j=n+1,..,m
(b;- = 0 nur bei Entartung)

(2.5)

(2.6)

e Die ersten Zeilen in (1’) besagen, dass die Koordinatentransformation so vorgenom-

men wurde, so dass B jetzt im positiven Quadranten liegt.

15



e Betrachtung der nichtnegativen i-ten Koordinatenachse und Durchschnitt mit B lie-
fert in (17) :

y; >0
PN=Y2= - =Yi1=Yit1 = =Yp =0
ApyriYi < bppg s by 20
i Yi < by by >0

alle Ungleichungen zusammen = (1)

a) Falls a;H_M, s a;mi <0, so ist die gesamte i-te Achse im zuldssigen Bereich B

enthalten. (y; > 0)
(Die i-te Achse ist natiirlich eine Kante.)

b) Falls a;ﬂ. > 0 fiir gewisse j , so folgt :
 p* nicht entartet : b, >0,...,b,, >0

x (17) ist fir y;, = 0 erfiilllt und fiir y; wachsend in positiver Richtung

(y; > 0) bis zu einem Grenzwert :

/ ’

. by b

Y = I,nln = > 0
a;;>0 a’ji Qp;

(r gesucht)
= Die y;-Achse gehort von 0 bis yf zu B und ist eine Kante.
= p* : y*=(0,...,0, y ,0,...,00T eR"

~

>0
p* ist eine Ecke , also Randpunkt einer Kante.
p* ist Nachbarecke zu p® (y° =(0,...,001)
—_—

in y—Koordinaten
In p* (y*) schneiden sich die Hyperebenen Hi, Hy ..., H_y, H ..., H

y1=0 y2=0 Yi—1=0 y;4+1=0 Yn=0
und H_ . (Da man an diese anstoft.)
HT : (r-te Gleichung)

QY1 + o QY+ Qe = by

* Die Hyperebenen Hi,..,H;-,,H7,,..,H, ,H -, sind linear unabhingig
, da die Normalen der Basis-Hyperebenen

1 0 0 0 0 Uy
1 . .
0 ) 0 ) ) 1 (:i*l) 9 1 (:'L+1) 9 9 ’ a'/ri > O ’
: : 0 0 :
0 0 0 0 | o

linear unabhéngig sind.

* Wihle jetzt inp* : Hy (j#1i) wiein p° | aber ersetze H;~ durch H: !

16



* Wir kamen von einer nichtentarteten Ecke p°.

r kann in {n+1,n+2,...,m} eindeutig bestimmt sein.

Dann tritt im Zulédssigkeitsbereich B in den Gleichungen (1’) genau n-mal
das Gleichheitszeichen auf.
(1,2,...,i—1,i+1,....,n,7) = p* ist dann nicht entartet.

yi=0
(Ist hingegen r nicht eindeutig bestimmt, so ist p* entartet.)

% Nun kann ein weiterer Eckeniibergang versucht werden.

c) b, =0 fiir gewisse p€{n+1,..,m} =Entartung
aj; >0 fiir gewisse j € {n+1,...,m}
* Ist gleichzeitig b; =0, so ist (17) fiir y; > 0 nicht erfiillbar.
= positive y;-Achse liegt nicht im zuléissigen Bereich B.

* Falls fiir af; > 0 auch stets b} > 0 gilt, so erhélt man wie in b) die

y;-Achse als Kante und gelangt zu einem Nachbareckpunkt.

Man hétte aber bei p° andere Basis-Hyperebenen wihlen kénnen (wegen
der Entartung), und wire evt. zu einem anderen benachbarten Eckpunkt
gelangt.

Zusammenfassung Eckeniibergang
(Ecke — Nachbarecke)

Beim Eckeniibergang im R"™ ergeben sich somit folgende Schritte :

1. Aufstellung der die Anfangsecken charakterisierenden n linear unabhingigen Hy-
perebenen.

2. Koordinatentransformation 7'
(Ecke wird neuer Nullpunkt und die n Restriktionen, die mit ”="" erfiillt sind werden

neue Koordinaten-Hyperebenen.)

3. Auflésung von T | einsetzen in Az <b.
Es verdndern sich :

e die letzten m — n Zeilen stark

e die ersten n Zeilen : y; > 0

4. Tabelle der y; (Suche nach Nachbarecken)

Y1 ‘ Y2 (’L:2) ‘ ‘ Yn
. v b
Y; = min ;= —F
al,; >0 % %ri

5. Beim Eckeniibergang p° — p* Austausch :
HY,..H; — Hy,.,H—, H7, . H H-

2.3 konvexe beschrinkte Polyeder
(beschriinktes Polyeder = Polytop)

B:={xeR" : Az <b} = LOPI1
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Es gibt folgende Moglichkeiten fiir B :
1. B=10
2. B ist eine nichtleere, beschrinkte Teilmenge des R™ (Polytop)

3. B ist eine nichtleere unbeschrénkte Teilmenge des R"™

(Zielfunktion auf Minimum untersuchen)

Satz 2.2 :
Ist B ein Polytop, so ist jeder Punkt aus B eine konvexe Linearkombination der endlich

vielen Ecken von B.

Beispiel

Abb. 2.6: Fiir diesen Bereich B gilt Satz 2.2 nicht, da B hier kein Polytop ist (unbe-
schrénkter Bereich)

Beweis : B wird im R" bestimmt durch Az <b A€ R(mn)

e x € B heifle "von der Sorte k” , wenn es auf k£ der m Hyperebenen H; liegt.
(D.h. die i-te Zeile im System Az <b ist mit ”=" erfiillt.)

e Sei k<m fir 2° € B , 2% beliebig, aber fest

e Sind unter diesen k Zeilen n linear unabhingige, so ist 2° eine Ecke (Satz 2.1)
und wir sind fertig
20 ist durch Eckpunkt konvex linear kombinierbar.
Finden sich keine n linear unabhéngigen Zeilen, so ist das Gleichungssystem der k

Zeilen wenigstens durch die Punkte einer Geraden x = 2%+ \- ¢ erfiillt.

o Einsetzen in die restlichen Zeilen von Az <b ,d.h. A% < b0 liefert :
A0 + XA% <0
Fiir hinreichend kleine A wiichst ||
= Es muss fiir ein A\; > 0 und ein Ay < 0 eine Verletzung von < eintreten,
da sonst (wenigstens) eine Hyperebene ganz zu B gehoren wiirde , entgegen der
Voraussetzung B =Polytop.

0

29 ist damit durch «?

2

=204+ Xig und 2% = 2° + X\y¢g konvex linear kombi-

nierbar.

)

e 1 und xs erfiillen also mindestens eine weitere Restriktion mit ”=", sind also

?vyon einer Sorte > k+ 17

e Resultat : Jeder Punkt x € B kann durch Eckpunkte oder Punkte mindestens ”einer

Sorte hoher als er selbst” konvex linear kombiniert werden.
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e Induktion : Jeder Punkt z € B kann durch Eckpunkte oder Punkte der ”"héchsten

Sorte” konvex linear kombiniert werden.

e Diese sind aber nach ”"Resultat” selbst Eckpunkte, da fiir sie die zweite Moglichkeit

nicht

in Frage kommt.

q.e.d.

2.4 Das Optimierungsproblem

f:B—R!

o =
(2°

o u= f(2") heiBt lokales Minimum von f auf B , wenn

e Ein globales Minimum ist auch stets ein lokales Minimum.

, BCR" | f(z) ,z€B

f(2°) heiBt globales Minimum von f auf B | falls

muss dabei nicht eindeutig bestimmt sein!)

f(x) > f(2%) VxeB

fz) = f(a?)
Vz € U(z°) N B fiir eine hinreichend kleine Umgebung U(z°)

(Die Umkehrung gilt nur unter der Konvexititsvoraussetzung)

fix)

%l

lokales Ifinimum

%2 globales Minimmim

Abb. 2.7: Optimierungsprobleme

¥

f {leonvex)

von z0 .

EChxl+(1-1)x2

XE/

e Sei B konvex. Ist dann die Zielfunktion konvex oder sogar linear, so kann man unter

Ausnutzung der speziellen Aufgabenstruktur effektive Algorithmen entwickeln.

Def. 2.5 :

f: B — R! heifit konvex (bzw. konkav), falls Vzl,22 € B , VA € [0,1] gilt :

fOzt+ (1 - N)2?) < (bzw. >) Mf(ab) + (1 —

A f(@?).

Bemerkung : Fiir lineares f wiirde in Def. 2.5 7=" gelten !
Gilt in Def. 2.5 < , so heifit f streng konvex (bei 0 < X < 1)

Satz 2.3 :

Beweis :

Fiir konvexe Funktionen f gilt :

Jedes lokale Minimum ist gleichzeitig auch globales Minimum !

(zuléssiger Bereich immer konvex)

Sei f(z%) = u°® lokales Minimum, aber p; = f(a!) < pu® , (2%, 2 € B)

so wiirde gelten :

Aus B konvex folgt : x=Ax!+(1-X\)2° € B fir 0< <1

und A hinreichend klein
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Aus f konvex folgt : f(x) = f(Az! + (1 — \)a0)
<A f(@) +H1-N) )
— ——
=p <p
<M+ (1= = p°
Fiir hinreichend kleine \ folgt, dass Az! + (1 — A\)z® in einer
beliebig kleinen Umgebung von 2V liegt.
= Widerspruch zur Aussage, dass f (xo) = uo lokales Minimum sei.

q.e.d.

Satz 2.4 :  FEine streng konvexe Funktion kann ihr Minimum nur in einem Punkt annehmen.

(D.h., falls das Minimum existiert, so ist es eindeutig bestimmt.)

Beweis : Wire f(z') = f(2%) = p das Minimum von f auf B und ! # 2%,

so wiirde fiir A = % wegen der strengen Konvexitit gelten :

1 1

Flyt eyt < B =
2 2 ~~~ 20 2L
~——~—"" streng konvex
€B (konvex)

= p ist nicht Minimum = Widerspruch q.e.d.

/

Abb. 2.8: f ist eine konvex Funktion , besitzt jedoch kein Minimum

=u =K

H

Satz 2.5 :  Fiir konvexe Funktionen f ist die Menge (mengentheoretisch !) der Punkte,
in denen f das Minimum annimmt, konvex.

Beweis : Sei M C B die Menge der Minimalstellen von f auf B .
Desweiteren seien z',z?2 € M und X €[0,1] ,
dh. f(z') = f(z*) = p =minf(z).
zu zeigen : M konvex :
Arl+(1-XN)22€ B ,da B konvex ist
Weiter gilt : f(Az! + (1 = N)a2?) < M)+ 1 -Nf(@?) =u+1-Np =u

€B
= Da < nicht gelten kann (wegen g Minimum) folgt :

FOw + (1= N)a?) = p
= Ml+(1-N22eM g-e.d.

Bemerkung : Falls mit f auch —f konvex ist , dann gilt die Aussage von Satz 2.5
auch fiir das Maximum.
Bedeutung dieser Forderung :
FORt 4 (1 =Na2) = Af(Y) + (- NS (@?)
(Ist z.B. fiir lineare Funktionen erfiillt , gilt aber nicht fiir allgemeine konvexe Funktionen !)

Satz 2.6 : Eine konkave Funktion f nimmt ihr globales Minimum iiber einem Polytop B,
in einer Ecke von B an.
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Beweis :

1

Seien z',...,z* die endlich vielen Ecken von B .

k k
Jedes x € B ist nach Satz 2.2 darstellbar als > A;z® , Y Ai=1 , \>0.
i=1 i=1
(= konvexe Linearkombination der endlich vielen Ecken)
Es existiert natiirlich p = {r{link} flat) = f(a?) | j fest, 1<j<k.
ie{l,...,
Fiir beliebige = € B gilt somit :

= Vz € B: f(z)> f(2/) , wenn 27 eine Ecke von B ist. q.e.d.

(Das Minimum von f iiber B existiert also und wird im Eckpunkt 2/ angenommen.)

e Die Suche nach dem globalen Minimum reduziert sich damit auf die ”Inspektion” der

Eckpunkte von B .

e In der linearen Optimierung gelten folgende Aussagen (da die Zielfunktion sowohl

konvex als auch konkav ist) :

— Annahme des globalen Minimums kann im Polytop nur in einer Ecke erfolgen
(Konkavitit).

— Falls eine Ecke lokales Minimum ist, so ist sie auch globales Minimum (Konve-
xitét).

e Man kann also lokale Methoden anwenden, um das globale Minimum zu suchen.

Eine wesentliche Rolle bei dieser Suche spielen die Ecken.
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Kapitel 3
Die Simplexmethode

(von Dantzig)

geg.: Typ 3 fiir lineare Optimierungsprobleme (LOP3) :

5. Ax =10
x>0

Voraussetzungen : A € RO™™  rang(A) = m ,d.h. m lin. unabh. Gleichungsrestriktionen

xeR™ , beR™ . m<n

n
Zielfunktion : Q= >_ ¢;z; — min!
i=1 zEB

= zuléssiger Bereich

Durch Voruntersuchungen sei die Ecke p° € B bekannt.
(D.h. LOP3 besitzt zuldssige Losungen.)

Da B durch m linear unabhingig Gleichungen beschrieben wird folgt :

Zur Charakterisierung der Ecke p® hat man bereits m linear unabhiingige Hyperebenen,

” erfiillt sein.

also miissen noch (n —m) lin. unabhéngige Vorzeichenrestriktionen mit ”=
(Satz 2.1 : m+ (n—m) = n ) linear unabh. Hyperebenen zur Charakterisierung der Ecke.)

Diese n —m verschwindenden Variablen heiflen NichtBasisVariablen |,

Die iibrigen m Variablen BasisVariablen.

Die mit ”=" erfiillten Restriktionen sind :

0 0 0 0 0o _
A1) Ty, T )TN, + o F AN TN, T AN )TN, T T aax) Ty, = b1

a(gAl)x?\l + a(2>\2)x9\2 + ...+ a(gAm)xg + a(g)\m+l)l’g + ...+ a(gkn)xgn =by

m m-+1

a(m)\l)x(;\l + a(m/\2)x(>)\2 =+ ...+ a(m/\m)mgm + a(mkm,+1)x(>)\m,+1 =+ ...+ a(m)\n)x(;\n =b,,

0 —
x>\7n+1 - O

Die Koeflizientenmatrix dieses Systems hat den Rang n .
Basisvariablen : xy,, ...,z

m

Nichtbasisvariablen : x, , ,...,Tx

n
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A A -
Determinante der Koeffizientenmatrix : ! 2 #0
0 Lim

Matrix A; hat den Rang m , (=Vollrang) , besitzt also ein Inverses.
Die zu den Basisvariablen zugehorigen Spalten in A; (Basisspalten bzw. Basisvektoren)

sind linear unabhéngig.

>0 >0 =0 -0
0 0 0 0 0
Fir eine Ecke 2" € B gilt : xy ,..,x), , @), - Ty,

Basisvariablen NichtBasisVariablen

Def. 3.1 :  Eine Losung 2° von Az =b heiflt Basislésung , falls sie
in m —m verschwindende Nichtbasisvariablen und m DBasisvariablen
(mit linear unabhéngigen Basisvektoren) eingeteilt werden kann.
Sind die m BasisVariablen alle > 0 , so ist die Basislosung zuléssig.

Bemerkung :

e Eine Ecke p° € B gestattet immer eine Darstellung als zuliissige Basislosung.

(Und jede zuldssige Basislosung stellt eine Ecke dar.)

e Fiir eine nichtentartetet Ecke sind keine weiteren Restriktionen mit ”="" erfiillt, d.h.

alle Basisvariable sind > 0!

e Fiir entartete Ecken sind einige Basisvariablen =0 !
Die Zuordnung in der Basislésung ist nicht mehr eindeutig, da die Einteilung in Ba-

sisVariablen und NichtBasisVariablen unterschiedlich erfolgen kann.

0

Sei eine Ecke p” und eine Basislosung z° gegeben.

= Auflésung von Az = b nach den BasisVariablen.

= kanonische Form von LOP3 (LOP3’) : (Koeffizienten der BV=1)
Tx, + a/1,7n+1z>\m+1 +..+ CL/L,”SC)\” = bll
OV REE W [ AR P

TXyy ooy TN, >0

0 / / .
Q = Q + Cm+1m>\m+1 +o T+ Cplx, — min

Die Zielfunktion @ ist in NichtBasisVariablen ausgedriickt.
Q" = Q(2°) = Wert der Zielfunktion an der Stelle z° .

Werte der betrachteten Basislosungen : x(>)\m+1’ e :c())\n =0
Daraus folgt fiir die BasisVariablen : 3:9\1 =b,..., x(/{m =0,
und somit gilt :  b,...,b, >0

Bei Nichtentartung gilt :  b},...,0,, >0
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Herleitung der kanonischen Form :

Az =b (Aufteilung von x in Basisvektoren Z und NichtBasisektoren &)

D.h.xz( ) c=<z> , A= (A4, A)

= Ai+ Az =0

2 K

Da die Basisinverse A~ existiert, folgt :

-1

N

T+ A 1Az =

(=

~O ~
Fiir eine Ecke gilt : 20 = < * > = 0=A"1p

LOP3’ :
i+ A Az = A7 = W
2> 0
A1Az <V .
= 5 (1)
Q — QO + Ty

Minimalitétskriterium : ¢ >0 (z°Minimalstelle)

Bemerkung : LOP kann im Raum der NichtBasisVariablen interpretiert werden :
(2° = Nullpunkt in diesem Raum!)

Txy-- Ty, =0 werden eingearbeitet in :

/
W S h

/ /
A1 m4+1L Am+1 +.o T+ a1 nTx

! / /
a’m,m—&-lkaﬁ-l + o+ am,n‘rA < bm

Dies ist System (1’) wie beim Eckeniibergang.
Zielfunktion : Q — Q" = ), 1@r, .y + .. + Ly, = min!

Satz 3.1 (Minimalpunkt-Kriterium)
Hat die Zielfunktion Q(z) in der kanonischen Form nur nichtnegative

Koeffizienten ¢}, , 1, ...,¢,, >0, so ist 2° Minimalstelle von @ auf B.
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Beweis : Sei x € B beliebig.
= x>0 Vi=1,..,n
Qx) =Q°+ chqmr, ) + -+, >Q° q.e.d.

>0

Gilt ¢, 11, ..., > 0, so ist fiir z # 2°(nur dann sind NBV # 0 méglich) : Q(z) > Q(2°)
= Minimalpunkt eindeutig bestimmt.

e Ist £9 nach dem hinreichenden Kriterium nicht als Minimalstelle erkennbar (obwohl

2% Minimalstelle sein kénnte), so ist ¢} <0
= Ubergang zu Nachbarecke

0

Die Achse ¢, <0 , (zr,., =0,...,2x, >0,...,25, =0)
) ausgehende Kante, falls sie zu

(im Raum der NichtBasisVektoren) bildet eine von x
B gehort.

Fiir diese Achse (entspr. LOP3’) gilt im vollen Rang :

TN, = by—dizn, >0
xy, = b,—a,xr, >0
mit b, >0 Vu=1,..,m (Im Fall der Nicht-Entartung gilt b}, > 0.)

(xx, > 0 ist Parameter. Alle anderen NBV entlang dieser Kante sind 0 .)

e ¢, <0 (eventuell : ¢/, =min{c¢; <0 : je{m+1,.,n}})
o Werte der Zielfunktion auf dieser Kante :
Q=Q"+ ¢, =\, <Q° fir zy, >0
<0 >0

Betrachtungen wie beim Eckeniibergang :

a) @y, Aoy ey g <0
= Die gesamte nichtnegative Achse ist in B enthalten.
Da zy,,...,xy,, >0 folgt :
Zielfunktion @ féllt beliebig, da x, nach oben unbeschrénkt ist.

= Es existiert kein endliches Minimum.

b) 20 ist nicht entartet
= by, b, >0:

ay, > 0 fiir gewisse 1 € {1,...,m}. x,, wachse von @ ausgehend.

Die Kante endet im Eckpunkt z*, wenn erstmals eine der Variablen zy,, ...,z

. . . b, (>0
verschwindet. Also etwa bei 23, : 2} = min =~ = ,“7() >0!
8 *al,>0 %a % (>0)

m

— Koordinaten von z* :
* ko * *
zy, 20, Ty = 0,...,zy > 0,23
bl
* 3 8
(I)\ﬁ - bﬁ A3a aj,

=0,..,23_ >0,...,25 =0

— Zielfunktions-Wert Q* = Q(z*) = Q°+ ¢, 25 < Q°
~— 1~

<0 >0
= Wir haben eine Nachbarecke P* mit kleinerm Zielfunktionswert Q(z*) er-

halten.
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= Zu dieser Ecke P* muss es eine zuléssige Basisdarstellung geben :

* * * * _ * *
2y, 20, T, >0,..,2y, 20,x5 ., =0,.., Ty, =0 ,.,z), =0
———
ehem.Stelle 3 ehem.Stelle a
m Basisvariablen (n—m) NichtBasisVariablen

(Austausch der BasisVariablen und der NichtBasisvariablen !)

= Damit erhilt man ein kanonisches System.

— In LOP3’ wird die Zeile 8 nach z,, aufgelost (moglich, da aj,, > 0).

In allen anderen Zeilen des kanonischen Systems wird x_, eliminiert.

— Wie in LOP3’ erhilt man auch jetzt die Unabhéngigkeit der (neuen) Basisspal-
ten. Die neuen rechten Seiten sind wieder nichtnegativ, da wir wieder in einer
Ecke sind.

( Sind einige =0 , so handelt es sich um eine Entartung von a* ! )

— Mit der neuen Basislosung z* und dem neuen kanonischen System kann die Un-

tersuchung fortgesetzt werden.

c) a, >0 fiir gewisse , 2% entartet : b, =0 fiir gewisse k.
po g 1% k g

Wie bei b) wird nun der Ubergang zu einer Nachbarecke versucht :
. ! b’ v e
Man muss zy = mlnO = a/’ >0 setzen (> 0 moglich, da entartet)
« a:m> o Ba

Man erhélt den Eckpunkt x* :
zy, >0, ...,zjﬂ =0,..,2} > (),fzrjm+1 =0,.,23 >20,...,23 =0

Fallunterscheidung :

1) a3, >0 — b3 >0 = alles wie in b)
2) zy, =0 — bz =0
PO(2%) = (v}, ...,b,,0,...,0) = P*(z*)
= Man bleibt also an der gleichen Ecke P°® und gleicher
Funktionswert : Q* = Q°
= TUbergang zu einer neuen Basislésung mit neuem kanonischen
System (aj,, > 0). (aber gleichbleibender Ecke)
Diese neue Basislosung kann zum Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen wer-

den.

3.1 Iteration (Simplexverfahren)

Treten bei den Eckeniibergéingen keine Entartungen auf, so endet der Simplex-Algorithmus
(d.h. die sukzessive Durchfiihrung der Ubergiinge Ecke—Nachbarecke) nach endlich vielen

Schritten. Man hat dabei entweder das Minimum gefunden, oder seine Nicht-Existenz ge-

zeigt.
a) Minimum existiert nicht — Ende
b) Minimum wird erreicht — Ende

26



c) Ubergang zu einer Nachbarecke mit kleinerem Zielfunktions-Wert.
D.h. die Riickkehr zum gleichen Punkt ist dann nicht mehr moglich.

Q=Q°+ ¢, =\, < Q° (bei Nicht-Entartung)
<0 >0
= ¢) kann nur endlich oft durchgefiihrt werden, denn nach Satz 2.1 gibt es héchstens

endlich viele Ecken.
= Ende nach a) oder b)

3.1.1 Die Simplex-Tableaus

Fiir jede erreichte Ecke (oder Basislosung) wird die kanonische Form in ein Tableau einge-

tragen :
Pivotspalte .
BV \ NBV |, ., - N @y, | rechte Seite | (%)ur fuer al,,>0)
>\a
b/
Txy a/1,7n+1 T a’ll,oz T all,n bll a/l_la
Pivotzeile , Pivotelement , b vl
a DR . a 7
), B,m+1 alﬁ,a B,n B ag .
/ ’ ’ ’ b,
T, Gy omt1 " Ao Oy bm al, .
Ziel funktion | ¢, 4 - e, <0 ch -Q° (1)
¥ — Probe (2) | o0),41 - ol o o
(*1):Q=Q°+¢éTz , -Q+ele=qQ°
(*2) : Zur Uberpriifung : Spaltensummen = 1
Ubergang zur nichsten Basislosung
e Test,ob: ¢, 1,....,¢;, >0
Falls ja, so ist das Minimum erreicht.
Falls nein, dann Ubergang.
e 1. Auswahl eines ¢, <0 (o bestimmt die Pivotspalten)
Test : Pivotspalte <0
ja = Es existiert kein endliches Minimum.
nein = Mit 2. fortfahren.
Ly . b Ce ey
2. Fir aj, > 0 bilde man aiu und trage dies in (*) ein.
3. Der kleinste Quotient bestimmt die Pivotzeile 3. (Pivotelement = aj,,)
= Neue kanonische Form, neues Tableau
e Das neue Tableau :
1. Das Pivotelement aj,, wird zu
Bo
2. Die restlichen Elemente der alten Pivotspalte werden mit ——— multipliziert.

’
aj,

Die restlichen Elemente der alten Pivotzeile werden mit CL% multipliziert.

Ba
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3. — Die restlichen Zellen der Spalte i : +(a’ﬂ7i~neuer Pivotspalten-Eintrag)
(Mit ajs ; = Pivotzeilen-Element der Spalte i)

— Ebenso die rechte Seite der b;

(Man braucht nur das entsprechende neue kanonische System aufschreiben.)

BV\NBV Tx,in Tx, Ty, rechte Seite
7 U 7 7
! —_d Y . M gl Ya Iy Ya
Ty O1m+1 ~ ABmt1al, al. n ~ A8l by—b .,
7
/ 1 .. 1 . 1o b
Tra 48m+1a, aly 4B, al, o
a/ a.' a/ a/
/ / mao . _ %ma / o m,o /3l Gmia
D, AUmm4+1 — A3 m+1 oo a’IB/“ Amon — A3 n Lt’ﬁa bm b “/ﬁ.?
_ZF C/ _a/ Ciot “ e _Ca o .. c/ _a/ Ca — 0_ ! _Ca
mt1 = YGm o e e T B A T
Y —Probe | o ., —a Ta o = Fa o gl gl Ta o — b, Fe
m+1 B:m+laj a% o n Binap a% o
Y —Test 1 e 1 e 1 1
4. Die Summenprobe
Im Ausgangs-Tableau setzen wir :
m
; / ’ _
au—l—cu—Zak’# s p=m+1,...,n
k=1

m
o =1-(-Q% - X b,
k=1
Aus dem Ausgangstableau ergibt sich die Gesamtspaltensumme von 1.

Diese Gesamtspaltensumme = 1 bleibt, auch wenn das Tableau umgerechnet wird.

Anfangstableau
Das Anfangstableau geht von einer kanonischen Form (LOP3’) aus. Dazu erforderlich ist

eine Anfangsecke mit zugehoriger Basislosung.

e Liegt ein LOP2 vor (Az <b, 2 >0, Q(z) = ¢’2 — min) , so ist der Nullpunkt ein
Eckpunkt.

Einfithrung von Schlupfvariablen :  x,41,..., Z1m >0

T4l +a1®y +a12T2 + .o+ a1, =b1 20

Tntm FTOmMm1T1 + Am2Z2 + ... + AmpTn = by >0

Q=cix1 + cowo + ... + ¢, — min
1,y Tpym > 0, NichtBasisVektoren : x1,...,2, , BasisVektoren: z,41, ..., Tnim

n + m Restriktionen sind mit ”=" erfullt
= Nullpunkt (z1,...,2,) = 0 ist eine Ecke.
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e In der Form LOP3 :
min{Q(x) : Ax=5b ,x >0} Seib> 0 (immer moglich)

Methode der Schein- bzw. kiinstlichen Variablen : (2-Phasen-Methode)

— B C R” wird in einen konvexen Bereich B ¢ R*+™ eingebettet,
so dass B = BNR™ . In B sei eine Ecke bekannt. Um eine Anfangsecke fiir B

zu erhalten, wandern wir mittels Simplex-Algorithmus ldngs B 7auf B zu”.
B c Rtm = System 3 :

1121 + ... + ATy + Tpp1 = b1 >0

Am1T1 + oo + OmnTn + Tp4m = by >0

x1, ..., T, : natirliche Variablen
Tty ooy Tntm © Kiinstliche Variablen

T1yeeey Ty g1y oy Tntm > 0

— 3 ist kanonische Form :

NBV BV
X1y Ty =0, Tpy1 = b1 ety Tppm = b
~— ~—
>0 >0

= zuléssige Basislosung, und diese ist natiirlich eine Ecke

— B=BNR" (da R" = (z1, ..., 2, 0, ..., 0))
N——

2

— 7Auf B zuwandern :
Betrachte das Optimierungsproblem U = 11 + ... + T4, — min unter den
Restriktionen 3.
= Anwendung des Simplex-Algorithmus zur Bestimmung einer Anfangsecke.

(D.h. zur Losung dieses Problems.)

Bemerkung :

z* sei Minimallssung von 3, U* = U(z*)

Wenn Entartung ausgeschlossen wird, so endet der Simplex-Algorithmus fiir 3 nach endlich
vielen Schritten (wegen U > 0 und B # () existiert das Minimum) in einem Eckpunkt von

B.

1.U">0
= B=0 ,U*=minU
Wiire P € B, so wiire P € B. Aber in P wiire der Zielfunktions-Wert U(P) = 0
= Widerspruch zu U* = minU > 0.

2.U*=0
= Minimaleckpunkt : z* = (27 >0,...,2}, >0, 0 ,..., 0 )
T~
U*=U(z*)=0 Tht1 Thgm
Also z* € B.

b))

Es miissen (n+m) linear unabhéngige Restriktionen mit ”="" erfiillt sein, da z* Ecke

von B ist.
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Im R™ | (setze xpi1 =0

s ooy Tntm = 0) , miissen deren n linear unabhingige Glei-
chungen {tibrig bleiben.

ainxy + ...+ ainxy () = b;

*

*
aj1w] + o+ ajnry, ()
*
Tpyeees Tp

b;
0
0

*
wn+17 ©y n+m

Praktische Durchfiihrung :

Umrechnung von U auf die NichtBasisVariablen von 3 :

U = Tnp+1 + ...+ Tn+m

j=1

n n
=b; — Zaljxj +...+ by — Zamjzj
j=1

Tn+1 Tn4+m

m m m
:5 bu—xlg a,ﬂ—...—xng Qun
pu=1 p=1 pu=1

Anfangstableau :
BV \ NBV T Tn
Tn+1 aii s A1n b1
xn—i—m Am1 o Amn bm
-U —2au X | — by

Nach endlich vielen Schritten endet der Simplex-Algorithmus an einem Minimaleckpunkt
P

BV \ NBV | z,,

TX

T

n

n+1

TXpym

—U*

SchluBfolgerungen aus dem Endtableau :
1) =U*<0 = B=0, fertig

2) —U*=0 = P~ ist Ecke von B.

Bemerkung zu 2) :

Die Schlupfvariablen kénnen unter den NichtBasisVariablen sein oder auch nicht
NBV

—
2&) (xn-‘rlv -~-axn+m) c ('r>\1a "'ax)\n>

(D.h. alle Scheinvariablen sind NichtBasisVariablen.)
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Dieser Fall ist moglich, da U* =0 ist , also z}, , ¢, ..., 2}, = 0!
Ist P* nicht entartet , so gilt xinﬂ,...,x’;\wm >0.
Dies sind die Basisvariablen.

Darunter kénnen die Scheinvariablen wegen U* = 0 nicht sein.

Da die kanonische Form von 3 aus 3 durch Nullsetzen der Scheinvariablen entsteht,
miissen wir die Spalten zu z}, 4, ..., 7}, im Tableau fiir P* streichen !

= Jetzt ist Basislosung bekannt.

= Umrechnung von ) auf die zu 3 gehorigen, restlichen NichtBasisVariablen.

= Start der @-Minimierung ! U— min — U* =U(z*), P*opt.

2b) Ist P* entartet, so konnen einige der Scheinvariablen unter den BV vorkommen.
Man hat somit noch keine kanonische Form fiir das Ausgangsproblem LOP3 durch
das Tableau fiir P* gefunden.
Man muss also eine andere Basisdarstellung fiir P* suchen, welche die Scheinvariablen
nicht in der Basis enthilt.
(Motiv fiir den Basiswechsel ist jetzt nicht die Optimierung!)

t. Variabl
BV \ NBV Ty, - nan vaname T, rechte Seite
Ty
Lrnta
ScheinVariable " *
auy 70 0 Wertvonxy,,, ()
xAnJru
T tm
_U*

Ziel : Scheinvariable — NichtBasisVariable
Dazu : Basisaustausch :
Wenn ein a,, # 0 in der Zeile einer Scheinvariablen und in der Spalte einer natiirlichen

Variable steht, so wird dieses Element als Pivotelement gewé&hlt.

Basisaustausch im Tableau (*) :

Wegen der Null (Spalte der rechten Seite, Zeile p) dndern sich die rechten Seiten nicht.
Damit bleiben auch die Werte der BasisVariablen gleich, also bleiben wir beim Basisaus-
tausch in P* | erhalten jedoch eine andere Basisdarstellung.

Man wiederholt diesen Vorgang mehrfach, bis :
1. Keine Scheinvariablen mehr in der Basis = 2a)

2. Noch Scheinvariablen unter den Basisvariablen, aber in diesen Zeilen keine a,, # 0
(in den Spalten der natiirlichen Variablen)
= Also gibt es im Tableau (d.h. in der zugehorigen kanonischen Form) Zeilen, in
denen nur Scheinvariablen auftreten.
Nullsetzen der Scheinvariablen (dies ist der Ubergang von B zu B) heift :

Streichen der Spalten, die zu den Scheinvariablen gehéren und Streichen der Zeilen, in
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denen sich nur Scheinvariablen befinden. Das neue Programm 3 enthélt dann weniger

als m Zeilen, d.h. der Rang von 3 ist < m .

In jedem Fall hat man dann ein Ausgangstableau fiir die Optimierung von 3 erhalten.

Natiirlich muss ein Kreisen ausgeschlossen werden, um zum Tableau fiir P* zu kommen.

3.2 Lexikographische Simplexmethode

(Methode der lexikographischen Auswahl des Pivotelementes)
- Zur Behandlung der Entartung ! (sehr rechenintensiv)

Bestimmung von :

b/ /
Ty, = min = = ,B B evt. mehrdeutig
Uua>0 Y o 48,a

Es gehen von einer Ecke genau n — m Kanten aus.

Man kann also jede der Achsen x) -, @y, fiir die Bestimmung von 23 > 0 verwenden.

m—+417"°

e Bei einer entarteten Ecke kann es aber passieren, dass, obwohl mehr als n—m Kanten
von der Ecke ausgehen, weniger als n —m Kanten durch die NichtBasisVektoren einer

Basisdarstellung beschrieben werden. (oder gar keine, wenn b}, ...,0,, = 0)

e Ist die Ecke nicht Minimalpunkt, dann gibt es mindestens eine von der Ecke wegfiihren-
de Kante mit kleinerem Zielfunktions-Wert ). Diese muss also nicht durch die gerade
gewihlten n — m NichtBasisVektoren beschrieben werden.
= Es besteht also die Moglichkeit des Kreisens in der Basisdarstellung, so dass die
gesuchte Kante nicht erfasst wird.
= Methode, die beim Eckeniibergang immer eine Losung mit kleinerem Zielfunktions-
Wert liefert (falls das Minimum noch nicht erreicht ist) :

Entweder von Anfang an, oder ab einer Entartung wird das Tableau erweitert :

BV \NBV | xx,., - i, — Erweiterung
I ! / / /
Ty A1m+1 7 Q1p 1,0 1,1 T bl,m
: : vektorielle ZF
! ! / / /
LA A m+1 U bm,O bm,l e bm,m
/ / ! ! /
Cim+1 Cn ZO Zl Zm

Die Zielfunktion bleibt : Q = cix1 + ... + ¢z
Die Vergleichbarkeit a < b, a =b, a > b ist bei Vektoren nicht mehr gegeben.

Beispiel fiir Erweiterung :
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—_
=1

[eRM™™ | [= ,
0 1
Es liegt also fiir jede der m + 1 rechten Seiten ein lineares Optimierungsproblem

vom Typ3 vor.
Jedes Tableau beschreibt einen Eckpunkt : (kK =0,...,m)

/ /
Txpirs s TAp=0 » Txy = U] gy ooty @n,, = by e

NBYV (unveraendert) BV (werden anders dargestellt)

e Simultane Durchfithrung des Simplex-Algorithmus fiir alle rechten Seiten (k = 0, ..., m).

Die neuen rechten Seiten werden einfach mittransformiert.

e Bestimmung des Pivotelementes :

a: ¢, <0
. b b . . . . .
f: min o = 20 (6 ist evt. nicht eindeutig bestimmt)
a’ poo B,o

pyo

Bei Nicht-Entartung : Q* < Q" (=25 < —Z§ & Z; > Z3)

Bei Entartung : ZF-Wert Z{ in mehreren Tableaus hintereinander konstant ! (Krei-
sen)

Dies wird durch folgende Auswahlvorschrift ausgeschlossen :

a: ¢, <0 (Bestimmung von a bleibt gleich)
. Vo b o Vo b b,
B: Lex min ( 0wl L “”") = ( £.0 2L "”")

Y al 7 9 7 3 5 7
al, >0 \® @ B0 B 98,0
:

9,
oo b e

Def. 3.2 :  Vergleichbarkeit von Vektoren
geg.: wy,wy € RMFL
Wy > We & Wi = W20, o, Wiy =Wz, Und Wi yq1 > W2 41
mit —-1<v<m-—1
=w; ist lexikographische grofier als wo
(< analog)

Beispiel 1 :
Ein Vektor w € R™*! heift lexikographisch positiv, wenn w # 0
und die erste nichtverschwindende Komponente > 0 ist.
0
1 > 0 , also lexikographisch positiv
-2

Beispiel 2 :

wyp = w3 =

W N
SO N W
o o = W
W N = N

w1 < W2 < Wy < W3
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Bemerkung 1 :

Die lexikographische Ordnung geméifl Def. 3.2 besitzt folgende Eigenschaften :

1. Fiir u,w € R™*! gilt genau eine der Relationen : u<w , u=w , u>=w

20u<v ., v<w = u<w (Transitivitét)
. u<w;, = utv<w+tv (Monotonie der Addition)
4. A>0,u<w = Au<Iw (Monotonie der Vielfachbildung)

Bemerkung 2 :

Unter endlich vielen verschiedenen Vektoren gibt es genau einen lexikographisch kleinsten.

(Man sucht die Vektoren mit minimalem 1. Koeffizienten, unter diesen diejenigen mit mi-

nimalem 2. Koeffizienten , usw.)

Satz 3.2 :

Beweis :

Satz 3.3 :

Beweis :

Satz 3.4 :

Beweis :

Sind die Zeilenvektoren der rechten Seiten linear unabhéingig,

so auch die sich ergebenden Zeilenvektoren im néchsten Tableau.

Da bei der Transformation nur die elementaren Umformungen auftreten,

bio bii o Mg
bleibt der Rang der Matrix erhalten
blm,,O b;n,l T b;n ,m

und damit auch die Zeilenunabhéngigkeit.

Die Wahl von (3 ist stets eindeutig, wenn die Zeilenvektoren der Erweiterung

linear unabhéngig sind.

Annahme : Gébe es zwei kleinste Vektoren, so miissten diese gleich sein.
(b;LO7 b;le . 7b:un) = (biy07 biylv . 7b{ym)
:> Lineare Abhéngigkeit der Zeilen p und ~y
= Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit der Zeilenvektoren in der Erweiterung.

q.e.d.

Sind die Zeilenvektoren der Erweiterung lexikographisch positiv und linear

unabhéngig, dann haben sie diese Eigenschaften auch im néchsten Tableau.

Es ergibt sich fiir die neue u-te Zeile :
(00050015 w0 Oym) — (b/ﬁ07%17~--ab/@,m) , falls p # 6

(b*’o’b*,l’ . 7b* m) =
1,00 Zp 1, %%(b/ﬁ,o,bﬁ,l, ...,bﬂ,m) , falls p=0
zu zeigen :
Falls (b}, ¢, -+ ), ;) lexikographisch positiv ist, dann auch (bj, ¢, ..., b, ,,)-

a)u=p0: Da a'@CY > 0 ist, folgt , dass (b}, g, .-, b}, ,,) lexikographisch positiv ist.

b) u# 03, a o <0 = Wegen der Monotonie der Addition folgt, dass
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(b}:.05 -+ b}; ) lexikographisch positiv ist.

) p#pG, aiha >0 = Wegen der Auswahlvorschrift fiir g folgt :

—— (bl 05 Um) < ﬁ( 1,00 U m)  da [ eindeutig ist.

7 Y u,m
a’ﬁ [eY 22e]
<0 >0

Multipliziert man mit ait’a > 0 durch, so folgt die Behauptung auch hier.

q.e.d.

Satz 3.5 :
Sind die Zeilenvektoren der Erweiterung linear unabhéngig und
lexikographisch positiv, so gilt :
Der Zielvektor wird beim Ubergang vom Tableau (*) zum Tableau (*)
stets lexikographisch grofer, falls ein ¢/, < 0 existiert.
Beweis : Bei der Transformation gilt :
(207ZIa" A ) = (ZOaZh“ Z, ) a% (b,/H,Ovb/ﬁ,l?'-~7blﬁ,m)
=0
Wegen Z*=272"+~v = Z'+0 = Z*=7Z', dh
= (Z5,Z7,..,2%) = (24,21, Z)) q.e.d.
Bemerkung :

e Die Aussagen der Sitze 3.2 bis 3.5 gelten unabhéngig von einer Entartung, auf die

nirgends Bezug genommen wird.

e Da der Zielvektor lexikographisch grofier wird (Satz 3.5), kann sich somit im Verfah-

ren kein Zielvektor und kein Tableau wiederholen.
= kein Kreisen
= Verfahren endet nach endlich vielen Schritten

Beispiel fiir die ergdnzende Matrix :

b o b 1 0
;n,l b;n m 6 1

Satz 3.6 : Umkehrung des Minimum-Kriteriums

Ist 2° Minimal(eck)punkt, so gibt es eine zugehérige zulissige BL, so dass ¢/, 115 C

wird.
(Notwendige Optimalitéitsbedingung)

Beweis :
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e 20 nicht entartet :

Aussage folgt aus der Herleitung des Simplex-Algorithmus, da man sonst zu einer
Ecke mit kleinerem () iibergehen konnte.

o ¥ entartet :
Man findet nach einigen Schritten eine Basis zu °
Zielfunktions-Wert (Z§, Z5, ..., Z%).

Fiir diese Basis ist die Behauptung erfiillt, denn wire ¢/, < 0, so kénnte zu einem

mit lexikographisch grofitem

weiteren Tableau mit lexikographisch groflerem ZF-Wert iibergegangen werden.
= Widerspruch q.e.d.
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Kapitel 4

Dualitatstheorie

LOP3: Q: ¢z — min

Az =b , rang(A) =m
x>0

Betrachtung aller Schnittpunkten p® von Az = b, die n linear unabhingige Restriktionen

”

mit ”=" erfiillen. (Die Ecken sind zuléssige Schnittpunkte.)

Zu jedem Schnittpunkt p® gehort eine Basislosung :

0
IE>\I

Sie kann zuliissig oder unzuléssig sein, im Entartungsfall auch mehrdeutig.

Matrix der BasisVektoren (Basismatrix) :

at,n, a1,
= A
am,)\l a’m,)\m
A® =Ai"=b = i"=A""
o C oy T . T~ o
Fiir einen beliebigen Vektor u* = (uq, ..., u,) € R™ folgt : Atu=¢ = (cxn,

Hyperebenen im R™

o -1
Schnittpunkt :  wug = (AT) ¢

Also : pogx —u

1) : Im Fall der Entartung nicht eindeutig
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= Konstruktion der zu LOP3 dualen Aufgabe :

G=bTu—
LOP3P : ATy < " e , AT e R rang(AT) =m
u<ec

”

Seine ”Schnittpunkte” , d.h. die p’® , welche m linear unabhingige Restriktionen mit ”=
erfiillen , sind den Schnittpunkten des Problems LOP3 durch die Basisvektoren A eindeutig

zugeordnet.
P=A"1 — 2= (3,07 eRrR"

Zuordnung : p® — u% — 20

2) : Im Falle der Entartung ist der Schritt p’® — u° nicht eindeutig.

Esgilt : Q%= Q(2°) = G(u) =G°

=
0 20 2 0 /0

Das Problem LOP3” ist vom Typl (=LOP1) und rang(AT) =m .

Beispiel :

LOP3 .
2x1 + 322 + x3 — min
201 +x2 —x3 =05

$1—$2:6

],‘3:3
z; >0
2 1 -1
A= 1 -1 0
0 O 1
LOP3P .
duq + 6ug + 3uz — max
2 1 0
AT=| 1 -1 0
-1 0 1
=
201 +ug < 2
’U,1—U2§3
—u; +uz <1

Satz 4.1 (Schwache Dualitéitsaussage)

Sei x ein zulissiges Element fiir LOP3 und u ein zulissiges Element fiir LOP3” .
Dann gilt :  G(u) < Q(z)

Beweis :
Fiir beliebige zulissige Elemente x, u gilt :

G(u) = bTu = uTb = uTAx < CT{E = Q((E) qed
Az=b uT A<cT
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Gegeniiberstellung :

LOP3 — Typ3 LOP3P — Typl
Primalproblem (PP) Dualproblem (DP)
Q =c"x — min G = bTu — max
Axr =b ATu < ¢
rang(A) =m rang(AT) =m
PY: Az =0 Schnittpunkte P ATyO = ¢

Bemerkungen :

Die Schnittpunkte erfiillen n linear unabhéngige Restriktionen mit ”=".

Wenn auch die iibrigen Restriktionen erfiillt sind , handelt es sich um einen zul&ssigen
Schnittpunkt.

Ist 2 zuliissig bzgl. LOP3 und u zulissig bzgl. LOP3P | so folgt die schwache Dualitit.

Q(x) = CTZ‘ = ];TC > JZTATU = (AZ‘)TU = bTU = G(U)

~ T
Q') = &3 +e"i = i = A= ((AT)7'e) b= ()b = b = G

Skala fiir Q- und G-Werte

Gul) = Q(x!) Q(x0) = G {ul)
- - : : - —
Giu) Gmax Qmin Qix)
u muliissig x mlissig
Abb. 4.1: x! nicht zuliissig fiir LOP3 u® nicht zuliissig fiir LOP3”

Bemerkung :

e Jeder Zielfunktions-Wert G(u) der dualen Aufgabe ist untere Schranke fiir beliebige
Zielfunktionswerte der primalen Aufgabe.

e Jeder Zielfunktions-Wert Q(x) der primalen Aufgabe ist obere Schranke fiir beliebige
Zielfunktionswerte der dualen Aufgabe.

Folgerung : Zugeordnete Schnittpunkte sind im allgmeinen nicht bzgl.

beider Probleme zuléssig.

Satz 4.2 (Starke Dualitit)

a) Besitzt LOP3 ein endliches Optimum , so auch LOP3? und umgekehrt.

b) Die Optima werden in ”zugeordneten” Eckpunkten z° und u° angenommen und es
gilt :
Qmin = Q(mo) = G(uo) = Gmaa:

Beweis :

zu a) : LOP3 habe ein endliches Minimum
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= Minimaleckpunkt z° und Basismatrix A
= uy = (A~1)T¢ ist der zugeordnete Schnittpunkt mit Q(z°) = G/(uo)

zu zeigen : ug ist Eckpunkt bzgl. LOP3P
(D.h. die Zulissigkeit von ug bzgl. LOP3P zeigen.)

0 BV ~ R
Sei 20 = afo (BV) ,A=( A A ) und ¢ = (¢ )T
% (NBV) N~
Basisanteil NichtBasisAnteil
= LOP3 : Restriktionen
Ai+ Az =b , >0 , £>0

Zielfunktion : Q =é&7% 4+ ¢74 — min!

Das Dualproblem LOP3” hat die Gestalt :

(5 )e= ()

Zielfunktion : G = bTu — max!

™

29 als Eckpunkt in kanonischer Form darstellbar :
P+ A Az =A%, >0, >0

Q =clz+els

. - Satz 3.6 . . T .o .
20 ist Minimalpunkt ““="" Es existiert eine zulissige Basislosung, so dass ¢/ > 0 ist.

= ¢ =¢—AT(A"HT¢ >0
= AT(ANHTe <é
Es sollte die Zulédssigkeit von ug tiberpriift werden, also Einsetzen :

AT [ AT <. [ AT(ATHTe é
(e )= Jre= (s )= ()

= u? ist zulissig fiir LOP3”

= u? ist Eckpunkt fiir LOP3” (als zugeordneter Schnittpunkt)

Stz 410 it Maximaleckpunkt, denn

G(u®) = Q(z%) > G(u) V dual zuléssigen u

= 1 ist Maximaleckpunkt und G(u®) = Q(2°). (Wegen Ginaz = Qmin)

zu b) : Sei u® Maximaleckpunkt von LOP3?

= u=u—-u" ,u,u">0

Setze den Vektor der Schlupfvariablen v = ¢ — ATu > 0
(Ziel : LOP3P als Problem vom Typ3 formulieren)

= LOP3P geht in ein LOP3 iiber :
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ATy <c
G — max =

—ATYW + ATy — v = —¢
—G = —bTu + b7 — min

uw,u’, v >0

(*) (= LOP vom Typ3)

Konstruktion des zu (x) dualen Problems () :
—A —b
A x < b und  —cTz — max .
—I 6(€R")

Da LOP3P eine Optimallosung hat, so auch ()

g ()P hat eine Optimallosung, d.h. einen Maximaleckpunkt z°.

(%)P ist #quivalent zum Ausgangsproblem :

—Aw < —b } & Axr=b
Az <b
—Iz <0 e x>0
—cTx — max = ¢’z — min
(LOP3)

= LOP3 hat Minimalpunkt z°.
Da u° und z2° zugeordnete Schnittpunkte sind, gilt : G(u") = Q(z").

q.e.d.

Satz 4.3 (Existenzsatz)

Haben LOP3 und LOP3P zulissige Losungen, so besitzen beide

Optimallésungen und die Optimalwerte sind gleich.

Beweis :

Sei u! zulissig fiir LOP3”

Satz 4.1
=

G(u') < Q(z)

V zulédssigen x.

= (Q ist nach unten beschrinkt
= Simplexmethode liefert das endliche Minimum von LOP3

Satz 4.2

=" @ hat ein Maximum und die Optimalwerte sind gleich.

Bemerkung :

Die Existenz der Optima tritt stets gleichzeitig in beiden Problemen ein,

also auch die Nichtexistenz ! Diese kann eintreten, falls :

a) zuliissiger Bereich des LOP ist leer

b) @ bzw. G nicht beschrinkt

Es gilt :

LOP3 nicht leer

(Q — —0, G— +x)

LOP3 leer

q.e.d.

LOP3P nichtleer

min ) = max G

G — 400

LOP3P [eer

Q— -

41
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Beweis : TODO

Beispiel :
LOPS3 :
Q: r1— 29— x3 — min
T+ —23=—1
o — T3 = 0 (*1)
y ( 11 -1 )
0 1 -1
LOP3P .
G: —u; — max
1 0
AT = 1 1
-1 -1
=
u <1
Uy +ug < —1 (*2)
—up —ug < —1 (*3)

Aus (*1) folgt : xa =23 = 1 =-1

Widerspruch zu z; > 0

Aus (*2) und (*3) folgt : ug +ug < —1 und ug +ug > 1
Widerspruch

Satz 4.4 ! :
Seien folgende Aussagen gegeben :

I) Ein zuldssiges z* fiir LOP3 ist Minimallésung.

II) Es existiert ein bzgl. LOP3P zulissiges u*, so dass G(u*) = Q(z*) fiir ein bzgl. LOP3

zuldssiges z* gilt.

III) Es existiert eine Maximallssung u* von LOP3P.
Dann gilt :
I & II =111

(analog : LOP3P —LOP3)

Beweis :

o [T
Nach Satz 4.1 (schwache Dualitét) gilt :
Q(z*) = G(u*) < Q(x) V bzgl. LOP3 zuléssigen x
Nach Satz 4.1 gilt weiter :
G(u*) = Q(z*) > G(u) V bzgl. LOP3P zulissigen u.
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= u* ist Maximallosung von LOP3P
= (I = III)

o [=11 :
z* sei Minimallosung
= Es existiert eine entsprechende zuldssige Basislosung
SaZ42 g existiert ein bzgl. LOP3P zuliissiges u* mit G(u*) = Q(z*) q.e.d.
Satz 4.5 (EinschlieBungssatz) !
Sei o* ein zulissiges Element bzgl. LOP3 und u* ein zulissiges Element bzgl. LOP3%.

Dann gilt :
Gu*) < Grar = Qmin < Q(z%)

Bemerkung

Seien 2° und u° zugeordnete Schnittpunkte.

Dann gilt fiir diese stets :  G(u°) = Q(2°) .

Sind sie zuléssig, so folgt nach Satz 4.5, dass sie optimal sind.

(Alternative : Einer oder beide der zugeordneten Schnittpunkte sind nicht zuléssig.)

4.1 Praktische Verwendung der Dualitédtsbeziehungen

Man geht von einem Problem zu einem Dualproblem iiber, wenn z.B.
a) dort eine Ausgangsecke leicht erkennbar ist , oder

b) wenn absehbar ist, dass beim Dualproblem weniger Schritte im Simplex-Algorithmus

zum Optimum fithren.

zu b):

e Der Simplex-Algorithmus des Primalproblems (PP) geht iiber die Ecken des Problems
LOP3.

e Der Simplex-Algorithmus des Dualproblems (DP) lduft iiber die Ecken des Problems
LOP3P.

e Projiziert man diesen Simplex-Algorithmus iiber die Zuordnung auf den (PP)-Raum,
so folgt nach Satz 4.5, dass man iiber die nicht zuldssigen Schnittpunkte des (PP)
l&uft.

wW=ANHe — 20=A""1 (%)

Man néhert sich dem Optimum der primalen Aufgabe also von auflen.
Erst im Fall der Optimalitit ist die optimale Zuléissigkeit erreicht. (Satz 4.5)

e Die formelméflige Riickprojektion von (x) des Simplex-Algorithmus fiir LOP3? iiber
die Zuordnung bezeichnet man als Dualen Simplex-Algorithmus fiir (PP).

Dieser entspricht dem Simplex-Algorithmus fiir LOP3P.
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4.2 Die Dualprogramme fiir lineare Optimierungspro-

bleme der Typen 1 und 2

Fiir LOP2 :
Ax >

LOP2 gegeben: x>0 , AeRmn)  peR™
Q ="z — min

Einfithrung von Schlupfvariablen y = (y1, ..., ym)”

= (*) (LOP vom Typ3) :

duale Aufgabe zu (x) LOP2P
G = bTu — max & G = bTu — max
T
< A ) ! S ( _ac ) ATU S ‘
-1, Om
u>0

Die Aufgabe LOP2P ist wieder vom Typ 2.

Schreibt man LOP2” in folgender Form :

—ATy > —¢
u>0
—G: —bTu — min

, so folgt die doppelte Dualitit LOP2PP mit :

LOP2PD LOP2
—cTz — max & ¢’z — min
—Az < b Az >b
z2>0 x>0

Es gilt also LOP2PP = LOP2.

Fiir LOP1 :
LOP1 LOP3P
Ax >Db & —Ax < —b
Q =c"z — min —cTz — max
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Und wegen der Dualitéit zwischen LOP3 und LOP3P gilt :

LOP3 LOP1P
ATy = —c & ATy =c¢
=
u>0 u>0
—bTy — min bTu — max

Bemerkung : Das Problem LOP1” ist vom Typ3.

Ubersicht :
LOP Dualproblem
ATy =
Ax >b “=e
Typl T . u>0 Typ3
Q =c'r — min T
b" u — max
Az >b ATy < e
Typ2 | >0 u>0 Typ2
Q =c"z — min bTu — max
Axr=1b
v ATu<e
Typ3 | >0 T Typl
T . b" u — max
Q =c'r — min
Satz 4.6 (Lemma von Farkas) !
Das System
I: Ax=0b ,2>0
besitzt genau dann keine Losung, wenn das System
II: ATu<0 , b"u>0;
losbar ist.
Beweis :  Man betrachte die zueinander dualen Probleme
min{07z : Az =bundz >0} und max{bTu : ATu <0}
————
Bp Bp

Da 0 € Bp ist, folgt : Bp # 0

Das Sytem I hat genau dann keine Losung, wenn Lp = () ist.
Nach den Existenzaussagen (Folgerung aus den Dualitéitssiitzen)
folgt dann : G unbeschriankt auf Bp (G — +00)

Dies ist dquivalent zur Losbarkeit des Systems II. q.e.d.

Geometrische Interpretation des Lemmas von Farkas :
Das System I besitzt genau dann keine Losung, wenn b ¢ K := {Ax : = >0} (K:Kegel).

D.h., wenn sich b nicht als nichtnegative Linearkombination der Spalten von A ausdriicken

l&sst.
Nach dem Lemma von Farkas hat I genau dann keine Losung, wenn II 16sbar ist.

I nicht loesbar < Ju : ATu<0 und b'u>0 (%)
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Definiert man mit diesem u eine Hyperebene H := {z € R™ : uTz = 0} durch den
Nullpunkt, und den zugehorigen Halbraum H~ := {z € R® : T2 <0} ,soist K C H™.

(Denn v’z =uTAz = ATy x <0 und b¢ H- (wegen (x)) )
<0 wegen (x) >0, da €K
A \
//,// \\\\
\ -
K<H
] ///////
h //// )
H
Satz 4.7

Ein lineares Ungleichungssystem Az < b ist genau dann lsbar,
wenn fiir alle v > 0 mit ATu = 0 gilt : b7u > 0.

Beweis : (mit Hilfe des Lemmas von Farkas)

(A,—A,I™)
— 1 A2 _
Az < b Az +y = = Ax lAzx +y=> -
yZO r=zxl—22 $,$7y20 at
z? >0
)
Nach dem Lemma von Farkas ist () losbar, genau dann wenn :
AT
Vumit | —A7 [u<0gilt:bTu<0 ()
17”/
ATy <
. usO ATy =0 T
(xx) entspricht :  —ATu <0 = bvTu<0
u<0
= (mit —u anstelle von w) - VU Mit ATy =0 und u > 0 gilt : bTu > 0. q.e.d.

Im folgenden sollen Alternativsitze (Verbindung von Aussagen durch XOR) gezeigt werden :

Satz 4.8 : Entweder besitzt das Gleichungssystem Ax = b eine Losung,
oder das Gleichungssystem (ATu =0 , bTu = 1) ist 1osbar.

Beweis : Zu zeigen :
1. Beide Systeme sind nicht gleichzeitg losbar.
2. Aus der Unlosbarkeit des Systems Ax = b folgt die Losbarkeit
von (ATu=0 , bTu=1).

zu l.):

Annahme, dass beide Systeme gleichzeitig l6sbar sind :
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_ T, R
1 = vy (Az==b) T ATy (4" 2=0) 20 = 0

= Widerspruch

7u 2.)
Az = b ist nicht losbar < Ax! — Az? =b (2!, 2% > 0) nicht losbar ist.
Nach dem Lemma von Farkas folgt, dass ein u existiert mit
ATu <0
—ATy <0
& Ju, mit ATu =0 und bTu > 0
< Ju,mit ATu=0und b'u=1 (Normierung)

und bTu >0

q.e.d.

Satz 4.9 (Losbarkeit linearer Ungleichungssysteme) !

Beweis :
zu l.) :

Entweder ist Az < b 16sbar, oder (ATu =0 , bTu = —1 , u > 0) ist losbar.

(Az<b , u>0) Ty .
-1 = bvlu > T ATy (4 u=0) 20 = 0

= Widerspruch

zu 2.) :
Az < bist nicht losbar & Ax! — Az2 +y=1b (2,22 y > 0) nicht losbar ist.

2t 2!
s (A, -AT™ | 22 | =b ,| 22 | >0 ist nicht 16sbar

Y Y

ATy <
us0 ATy =0 T

< Ju: —ATu<0 mit b'u >0 (Lemma von Farkas)

u <0

(u;)u) Ju > 0 mit ATu=0und bTu <0

< Ju >0 mit ATu=0und bTu=—1 q.e.d.

Satz 4.10 (nichtnegative Losbarkeit linearer Gleichungssysteme) !

Beweis :

Entweder ist (Az =b , x > 0) losbar, oder (ATu <0 , bTu > 0) ist 16sbar.

zul): 0< by (Az=b) 2TAT uw < 0 = Widerspruch

~—
>0 <0
zu 2.) : Lemma von Farkas anwenden :
(Az =b , = >0)losbar < ATu <0 , bTu > 0 nicht losbar. q.e.d.

Satz 4.11 (nichtnegative Losbarkeit linearer Unleichungssysteme) !

Beweis :

Entweder ist (Az <b , 2 > 0) losbar,
oder (ATu >0, bTu <0 , u > 0) ist losbar.
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(Az<b,u>0) (z>0,ATu>0) N
zul): 0> blu > 2T ATy > 270 =0 = Widerspruch

zu 2.)
(Axz <b , £ > 0) nicht l6sbar <= (Az+y=0>b , x,y > 0) nicht losbar

< (A, I™) ( v > =b, < v ) > 0 nicht losbar
Yy Y

Farkas

EE® Jumit ATu <0, w<0und bTu>0
S Jumit ATu>0, u>0und bTu <0
q.e.d.

Bemerkung :

Der Satz iiber die nichtnegative Losbarkeit linearer Gleichungssysteme (Satz 4.10)
liefert ein wichtiges Resultat tiber schiefsymmetrische Matrizen, welches z.B.
in der Dualitdtstheorie angewendet werden kann.

Satz 4.12 :
Die Systeme ATu > 0 und Az =0 ,(x > 0) besitzen Losungen u°, 2°
mit  ATu® +2°>0.

Beweis : A = (ay,...,ay) ... TODO

Satz 4.13 :
Sei A schiefsymmetrisch (d.h. AT = -4 bzw. A= -AT).
Dann existiert ein Vektor x € R mit : Ax>0 , x>0, Ax+x>0.

z

A
Beweis : Wir betrachten das System ( m ) y>0und (—A,I™) ( v ) = , ( v > >0

0,20 mit :

0 >0, Ay >0, —Aw'+71"2°=0, w’>0, 2°>0, AP +w®>0undy®+2°>0.

Nach Satz 4.12 existieren Losungen 3%, w

= 20 = AuO
= '+ Auw’ >0

Setze 29 = 10 +w" :
Ax® = Ay’ +Au® > Auw® = 20 > 0
~—
>0

= AzY >0
Azl + 20 = Ay’ + Aw® + 0 +u® = Ay’ +uw’+Au’ +4° > 0
—_— Y

>0 >0
q.e.d.
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Kapitel 5

Okonomische Interpretation der
Dualitét

Produktionsplanungsmodell :

Unter Kapazitétsbeschrankungen an benotigte Hilfsmittel will ein Unternehmen einen Pro-
duktionsplan aufstellen, der einen maximalen Gesamtgewinn liefert.

G = bTy — min

Q ="z — max Q= —c"r — min —bTu — max >0
u
>0 = x>0 = u=0 = T,
T Atu>c
Ax <) —Ax > —b Aty < —¢

(duales Problem)

Interpretation des dualen Problems :

Ein Konkurrent bietet an, simtliche Hilfsmittel zu kaufen oder zu mieten und bietet hierzu
fiir das i-te Hilfsmittel u; > 0 Geldeinheiten pro Einheit.

Insgesamt sind seine Kosten i b;u; und diese wird er versuchen zu minimieren.
Der Unternehmer geht auf dile:sés Angebot nur unter den Bedingungen

S a; ;u; >¢; (i =1,..,n) ein, d.h. wenn der gezahlte Preis fiir simtliche Hilfsmittel,
Zdzlé zur Produktion einer Einheit des j-ten Produktes nicht kleiner ist als der Reingewinn

¢j, den das Unternehmen erhalten hétte, falls es die Produktion selbst durchgefiihrt hétte.
= Der Konkurrent hat folglich das duale Problem zu 16sen.

Interpretation des schwachen Dualitétssatzes :

Ist z € R™ ein zuléssiger Produktionsplan fiir das Unternehmen und v € R™ ein akzepta-
bles Angebot des Konkurrenten, so gilt : ¢’z < b7, d.h. das Unternehmen kann keinen
grofleren Reingewinn erzielen, als den Betrag, den es bei einem akzeptablen Angebot des

Konkurrenten erhalten wiirde.

Interpretation des starken Dualitétssatzes :

Der maximale Reingewinn eines Unternehmens ist gleich den minimalen Kosten des Kon-
kurrenten (wenn zuliissige Produktionspline und akzeptable Angebote des Konkurrenten

existieren.)
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Aussage des Satzes :

T

Ist 2* ein optimaler zuléssiger Produktionsplan mit dem Reingewinn ¢ x* , so gibt es ein

optimales zulédssiges (akzeptables) Angebot des Konkurrenten :

u* mit den Kosten bTu* = ¢Tz*

Herleitung von Gleichheitsbedingungen :

CTQZ‘* S (AT'U;*)TJ?* — (U*)TAI*
Wegen des starken Dualitétssatzes gilt :
I: (ATu*—o)Tz*=0 und

II: (b—Az")Tu* =0
(Gleichgewichtsbedingungen)
e Wird in einem optimalen Produktionsplan x* das j-te Produkt hergestellt, (ist also

x> 0), so folgt notwendigerweise (AT u*); = ¢;

e Wird fiir einen optimalen Produktionsplan z* die Kapazitdtsbeschriankung fiir das
i-te Hilfsmittel nicht voll ausgelastet, (d.h. (Az* —b); < 0 ; (Az*); < b;) , so
folgt aus der Gleichgewichtsbedingung II, dass der Konkurrent fiir das i-te Hilfsmit-

tel nichts zahlen wird (u} = 0) (in einem fiir ihn optimalen Programm).

Weitere Interpretation der Dualitét : Sensitivitédtsanalyse :

Gegeben : Lineares Optimierungsproblem vom Typ3 :

¢z — min

x>0 ,xGR”,AER(m’”),Tang(A):m,bGRm
Ax =10

Annahme : Das Simplexverfahren bricht man nach endlich vielen Schritten an einer nich-
tentarteten Optimallosung z* ab.
= Basismatrix A , Basisvektor 2* = A1
= v =(ANHTe
bTu — max

= u* ist Optimallosung des dualen Problems AT

u<c

Ist Ab € R™ eine so kleine Stérung (Verdnderung) der rechten Seite der Restriktionen im
. A=Y (b+ Ab
Primalproblem, so dass A~'(b+ Ab) >0 , so ist 20 := < ( (_;_ ) )

'z — min

eine optimale zuléssige Basislosung des gestorten Problems x>0 , denn aus den
Ax =b+ Ab

Dualitéitssétzen folgt : ¢7a20 = LA~ (b+ Ab) = (b+ Ab)Tu*
(2 ist Optimallosung des gestérten Problems.)

Insbesondere gilt :
c'2® = (b+ Ab)Tu* = cTa* + (Ab)Tu*  (fiir hinreichend kleine Ab)
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Bemerkung : In den Wirtschaftswissenschaften werden die dualen Variablen u auch als

Schattenpreise bezeichnet.
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Kapitel 6

Das Transportproblem

6.1 klassisches Modell

An m verschiedenen Lagerstellen lagern die Mengen a; >0 (i = 1,...,m) eines bestimm-
ten Produktes und an n verschiedenen Orten besteht der Bedarf b; >0 ,(j =1,...,n) an

diesen Produkten.

Annahme : Gesittigtes Problem : Gesamtlager = Gesamtbedarf

m n
> _ai=2b;
i=1 j=1

x;; + Transport der Menge x;; von Lager ¢ zum Ort j , z;; >0
ci,j : Transportkosten fiir eine Mengeneinheit beim Transport von Lager ¢ zum Ort j

Problem : Das Lager bei minimalen Kosten zu rdumen und den Bedarf vollsténdig

zu befriedigen !

Q = Zi,j Cz’,jxi,j (:ch.) — 1NIn

n m
,wobei : Y x;;=a; ,(t=1,...,m) und > x;=0b; ,(Hj=1,..,n)
=1 i=1

r,ce R™"™ x>0
Restriktionen : Az =0 ,beR™t* | Aec RO, mn) _gehr groff |
= Man erhélt ein lineares Optimierungsproblem vom Typ3 :
Q =c"z — min

x>0
Ax =D
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i T1,;=0a1
1 1 0 O 0 0 0 J=1
m 0 0 0 1 1 0 0 0 Ji:l T2 j=as
0 O 0 0 O 0 1 1 1
g T, j=0m
1 0 0 0 0 0 ZTTh
. 1 0 0 0 1 0 éjl wi2=bs
0O o0 .. 1 0 0 1 0 0 1 m
(S — 3 xin=bn
je n Spalten i=1

m Bloecke zu je n Spalten

Aufgrund der einfachen Struktur von A versucht man nun den Simplex-Algorithmus zu

vereinfachen.

Eigenschaften von A :

1.)

[\
N

rang(A) =m-+n-—1

Beweis :

Umformen ergibt det(A) # 0
Desweiteren hat A m + n Zeilen, aber es gilt :

m m+n
E Qr,s — Z [ =0 ,(S:L...,m-n)
r=1 r=m+1

= Alle Zeilen der Koeffizientenmatrix A sind voneinander linear abhéngig.

= rang(A)=m+n—1 q.e.d.

Bemerkung : Die Gleichungen Ax = b sind also genau dann lésbar, wenn die rechten

Seiten die gleichen Abhéngigkeiten aufweisen, d.h. wenn gilt :
Su-3n
i=1 j=1

Streichen der letzten Zeile in A liefert :
Lineares Optimierungsproblem vom Typ3 fiir das Transportproblem (mit regulirer
Koeffizientenmatrix) :

Az =0 ,2>0 , "2 — min

Jede Matrix von Basisspaltenvektoren von A hat Dreiecksgestalt (bei geeigneter An-
ordnung der Zeilen und Spalten).
Betrachte Az =b und schreibe dieses System in Form
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eines "magischen Rechtecks” :

T Fr1i2 +Tiz ... | F2n =a
T21  +x22  FT23 +... +Zon = a2
Tml +Tm2 +Tmz +... + Timn = am
~—~ ~~ ~—
=by =b2 =b3 =b,
——
weglassen

Bemerkung : Eine Zeilen- oder Spaltengleichung enthélt nur eine Basisvariable (wegen
rang(A)=m+n—1)

3.) Sind a; und b; ganzzahlig, so auch die Werte der Basisvariablen

(Denn : Jede Basismatrix ist unimodular (det=+1))

4.) Simplex-Multiplikatoren IT € R™ :

CAr =D . .
Sei , ¢I'z — min und sei 2° =
x>0

ISH

) eine Basislosung davon.

=

Ai+Ai=0b |II" - () und Gleichungen subtrahieren
dr+é'e=Q
(aT f HTA) 7+ (éT - HTA) F=Q-1"b
—Q-¢"

—> Bestimmungsgleichung fiir die Simplexmultiplikatoren
(zugeordneter Schnittpunkt) : ATl = &

— II = (AT)~'¢ (Darstellung der Simplex-Multiplikatoren)

( (AT)~! existiert unter den gegebenen Voraussetzungen)

IT wird im allgemeinen fiir das Dualproblem nicht zuldssig sein.

Optimalitétskriterium fiir eine zuléssige Basislosung :

(Die Koeffizienten der NichtBasisVariablen miissen > 0 sein.)
'—1TA>0

Minimum wird fiir diese Basislosung angenommen.

Die Matrix AT , welche in der Bestimmungsgleichung fiir die Simplexmultiplikatoren auf-
tritt, ist beim Transportproblem eine Dreiecksmatrix.

Damit ist es beim Transportproblem auf einfache Weise moglich, die Simplex-Multiplikatoren

Zu gewinnen.

Voruntersuchung fiir das Simplex-Verfahren beim Transportproblem :
Sei TIT = (U1, vey Upny V1, oy V1, V) € R™FT™ der Vektor der Simplex-Multiplikatoren.
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Dann gilt :

m,n m n n—1 m
D CigTig =D Uiy T — Y Uiy T

ij i=1  j=1 j=1 =1
—— N——

a; b;

—_— / .. 3 / [ e — ¢ — . —_—
= E CiTig MUt € =G — W — Uy und v, =0
1,J

=Q-q°

m n
= Q — E Ui Qg — Ujbj
i=1 j=1

—II7Th

Sei z; ; Basisvariable. Die Bedingung fiir die Simplexmultiplikatoren liefert u;+v; = ¢; ; (%)
(folgt aus ATII = ¢)

(*) hat Dreiecksgestalt Ganzzahligkeit (bei Dreiecksauflosung)

= Zur Basis gehort das kanonische System

A7+ Az =b
P+ A AE =A%
P+ Ai =T

(;1’ und ¥ erscheinen in den Simplextableaus)

Ein Algorithmus zur Loésung des Transportproblems :

e Es sei eine Basis (ein Eckpunkt gegeben).
Die zugehorigen Basisvariablen werden durch Eintragen ihrer Werte in
eine z; j-Tabelle markiert.
(Diese Tabelle sei dem ”magischen Rechteck” nachgebildet.)

e Dazu wird eine gleichgroe Tabelle der ¢; ; (gerédndert mit den entsprechenden Simplex-
Multiplikatoren w1, ..., Um, V1, ..., U ) erstellt, wobei die ¢; ; aus der gegebenen Ziel-
funktion an die BV-Pléitze geschrieben werden.

Li,j
x1,2 Tin ai
T21 T23 az
Tm,3 Tm,n Um
b1 b2 b3 bn bj\ai
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cij und ci;
/ /
Cll C12 013 Cin U1
/ /
C21 022 C23 CZn u2
—

/ /

Cm1 Cm2 Cm,3 Cm,n Um,
V1 Vo V3 Un | U5\

(alle ¢;; sollen Nullen darstellen)

Die cj; werden berechnet durch : ¢j; = ¢;; —u; —v; und in die ¢j;-Tabelle eingetragen.
Dabei ergeben sich die u;,v; aus (*) durch Dreiecksauflosung :

u; + v; = ¢4 fiir die eingetragenen ¢;; , v, = 0!

= Diese Tabelle liefert die gleichen Informationen wie das Simplextableau

Minimum-Test ist durchzufiithren :

.. . ja nein o e
Minimum erreicht «<— | ¢.; > 0| — Basisiibergang

e Basisiibergang :
n;n]n ci; = Cy (s,t = Stelle fiir alte NBV)
Es wird x4 neu in die Basis eingefiihrt.

Dazu wachse x4 auf 2, = § > 0.

Da im kanonischen System Z + A4z =¥ gelten muss, berechnet man die Ande-
rungen der alten BV-Werte folgendermaflen : & + AZ + \Ai’_/ §=10

Spalte st
Diese Spalte A’ enthiilt nur die Zahlen 0,1,-1.

Wegen & =10 folgt : AZ + A5 = 0.

alte BV
Also kann Az nur die Werte 0,9, —¢ in den Komponenten enthalten.

Dieses System wird von der x;;-Tabelle dargestellt, wenn x4 = ¢ eingetragen ist.
Man findet A% durch Dreiecksauflésung : AAZ +2 - (0,..., 6 ,....,0)T =0

st

e Bestimmung von § > 0 :

Z 4+ Az > 0 bleibe bestehen, jedoch muss mindestens eine der neuen Komponenten
= 0 werden. (Ziel : Eckeniibergang)

Man sucht also min;; = z,, (Festlegung von 6 = z,.)
i,

= Anlegen einer neuen z;;-Tabelle, in welche die neuen BV eingetragen werden.
Neu in der Basis : 2/, = 0 (neue BV)
Aus der Basis entfernt : x4,

Im Algorithmus sind wir wieder an der Stelle, an der die ¢;;-Tabelle anzulegen ist.

e Tritt bei Basisvariablen der Wert 0 auf , so handelt es sich um eine Entartung

(Literatur : Dantzig)
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e Das Transportproblem besitzt ein endliches Minimum, da der zulédssige Bereich stets

beschrankt und nicht leer ist :

a) zulidssiger Bereich # () :
Da Y a; = ij > 0 gilt , ist z;; = aiTl)j (i=1,....,m j=1,..,n)

J
~——
—p
eine zuléssige Losung :

Zj:«fz‘j sz:ai:j “E @

_p_
——

Raeumung des Lagers

> @i ZZ%Z@Z%
7 i

p

——
vollst. Befriedigung des Bedarfs

b) Beschrénktheit des zuléssigen Bereichs :
s,t beliebig : 0 < gy <> x5 = as
J

6.2 Bestimmung einer Anfangslésung (Basislésung) beim

Transportproblem

6.2.1 Nord-West-Ecken-Regel

e Eine Basislosung miisste mindestens n - m — (n 4+ m — 1) Nullen enthalten.
—_——
rang(A)

e Finde man eine zuléssige Losung (z;;) mit n-m — (n+m — 1) Nullen und liefle sich
das Gleichungssystem Az = b, (z > 0, ¢’z — min) nach den restlichen (n+m — 1)
Variablen auflosen (dies ist insbesondere moglich, wenn Dreiecksauflésung vorliegt) ,
so hétte man eine zulissige Basislosung gefunden.

(Eindeutig, da rang(A) =n+m — 1)

Erzeugung einer Basislosung :

Man deklariert z1; als Basisvariable :
1.) Falls a1 < by , so wird die restliche Zeile x12,13,...,21, als die NBV gesetazt.
2.) Falls a1 > by , so wird die restliche Spalte o1, 31, ..., T;m1 als die NBV gesetzt.

Jetzt errechnet sich x1; (Wert der BV x11) zu 1.) als ay , oder zu 2.) als b;.

Auf jeden Fall sind beide Werte zuléssig, da nach Voraussetzung a; > 0 und b; > 0.

Nun setzt man den Wert von x;1 ein :
1.) in die 1. Spalte
2.) in die 1. Zeile
bringt ihn
1.) auf die untere Seite
2.) auf die rechte Seite
und streicht
1.) die 1. Zeile
1.) die 1. Spalte
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Die entstandene z;;-Tabelle eschreibt die restlichen Gleichungen vollstandig.
Es bleiben (n +m — 2) Gleichungen iibrig.

Die reduzierte Tabelle hat die gleiche Struktur wie die urspriingliche Tabelle.
Die ”rechten” und ”unteren” Seiten bleiben weiterhin nicht-negativ.

Wiederholung der Prozedur (Nord-West-Ecken-Regel) mit dem reduzierten Schema.
Das Verfahren endet mit folgender Alternative :

a) Die letzte Zeile bleibt iibrig :

Tl T2 ... Tin—1 Tin a1 = aj
*
21  T22 ... T2n—-1 T2n a2 = Qg
— *
Tmi Tm2 .- Tmn-1 Tmn Am = Ay,
=b] =b; =by_1 n—1 m
by by Ce bn—1 bj < E a;
j=1 i=1
*
Tm,s = D}
Letzte Zeile : BV ¢ @y 1 =0}
. *
Tmn = Gpy — Tmys — oo — Tmyn—1 >0

b) Die letzte Spalte bleibt iibrig :

Ttn at

ITmn | @

= Eindeutige Losung : z;, = af, ..., Tm.n = @},

In jedem Fall (a) oder b) ) hat man in den n+m—1 Gleichungen jeweils eine Basisvariable
bestimmt.

= n+m — 1 Basisvariablen.

6.3 Beispiel zum Transportproblem

1 5 2 3
m =3 (Lagerstellen) , n =4 (Orte) , b=( 6,2,2 ,2,4,3,1)7, ¢;:| 0 1 3 2
ay,az,a3 (m) by,...,ba(n) 2 0 1 2

Anzahlder BV:m+n—-1=6

1. Basislosung :

2 4 6

0 2 2

i 1 1] 2
2 4 3 1|b\a

- links oben anfangen (NW-Regel)

Zwischenschritt :
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Cij -

8
4

2

-7 -3 -1 O(:U":O) ’Uj\ui

- wo Werte in der x;;-Tabelle stehen, werden die entsprechenden c;;-Werte eingetragen
- die u;,v; werden mittels u; 4+ v; = ¢;; durch Dreiecksauflosung berechnet
(zB.ustva=uz=cyy=2=u3=2 ,uzt+uv3z=1 = v3=—1, usw.)

-5 =5 8
e o3 —2 !
1] o “ig - 7 1 2
-7 =3 =1 O=v,=0) | vj\ui

- Die ¢;; werden nun mittels ¢}; = c;; — u; — v; berechnet (die ¢;; aus Anfangstabelle)
(zB.cjs = cis—u1 —v3 = 2—8+1 = —5)

Minimumtest :

Ist nicht erfiillt, da nicht alle céj >0

minc;; = —5 : § einfithren (wieder in der z;; — T'abelle)

2

2 4-4 5 6

0+6 2-6 2

i 146 1-6| 2
2 4 3 1 | bj\a

- 0 hétte auch eine Zelle weiter links stehen kénnen
- Zeilen- und Spaltensumme muss erhalten bleiben (+4§, —4,0)
- 0+ 0 = entartet (siehe auch 11. Ubungsserie)

Bestimmung von ¢ :

minz;; = min{4,2,1} =1
0

:>(5::L‘34:1 mit A:Eij:—é

Neue z;;-Tabelle :

2 3 1 6
1 1 2
i 2 2
2 4 3 1 bj\ai
-5 3
8 3 -1
AR I B 5 3
=2 2 4 Ory—0) | vj\u;
Minimumtest :
Ist nicht erfiillt, da nicht alle cgj >0
minc;; = =5 : §
i,
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2 3-9 6 1 6
146 1-90 2
T
K 2 2
2 4 3 1 bj\ai
Bestimmung von § :
minz;; = min{3,1} =1
0]
=0=x93=1 mit Ai‘ij:—d
Neue x;;-Tabelle :
2 2 1 1 6
2
L
/ 2 2
2 4 1 bj\az
3
T 5 3 -1
R | 0 2
-2 2 -1 O(:vn;o) vj\ui
Minimumtest :
nicht erfiillt , mincj; = —4 : ¢
i,
2 2—0 146 1 6
2 2
Tii
! 5§ 2-46 2
2 4 3 1 bj\ai
Bestimmung von § :
[
Neue z;;-Tabelle :
2 0 3 1 6
2 2
Tiq
/ 2 2
2 4 3 1 bj\ai
3
. |3 5 3| -1
Cij Cij :
6 [0] 4 4| —2
-2 2 -1 0 |v\y
Minimumtest ist erfiillt, d.h. Optimalitéit erreicht.
2 0 3 1 2 5 2 3
= Losung : x;; = 0 2 0 O y Cij = 01 0 O
02 00 01 0 0
Dh.2-245-042-34+3-14+1-240-2 = 44+64+3+2 = 15 GE
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Kapitel 7
Spieltheorie

Gegeben sei eine Auszahlungsmatrix A = (a;;) € R™*™ | sowie zwei Spieler R,S
Spieler R wahlt eine Zeile i

Spieler S wihlt eine Spalte j

Annahme : Beide Spieler spielen nach einer zufiilligen gemischten Strategie.

e R wihlt in jeder Runde die Zeile ¢ mit der Wahrscheinlichkeit x;
m

Sa;=1, 0<z; <1 (vollstindige Aufspaltung des Ereignisfeldes)
i=1

e S wihlt in jeder Runde die Spalte j mit der Wahrscheinlichkeit y;
>y; =1, 0<y,; <1 (vollstandige Aufspaltung des Ereignisfeldes)
j=1

Erwartungswert der Auszahlungen von S an R pro Spielrunde :

(= mittlerer Gewinn von R pro Runde)

E Qij * T - Yj
i,j

Ziel von R :

Maximierung der Auszahlung durch geschickte Wahl seiner Stategie z = (21, ..., 7, )7

Ziel von S :
Minimierung der Auszahlung durch geschickte Wahl seiner Stategie ¥ = (y1, ..., yn)"
Die Auszahlung hingt von den Strategien beider Spieler ab.

R spielt konservativ :

R nimmt an , dass der Spieler S die Strategie von R kennt, d.h. , wenn R z° spielt, wird S

ein y wihlen, so dass die Auszahlung > al-jx?yj moglichst klein wird.
0,J

Wegen

0 _ 0 : 0 __ : 0
> agrly; =Yy agal =) yjmij aijxi—mjmi aijT;
i, 7 % J i i

——
=1

folgt :

ming aijx?yj > ming aijx?:E aijoac? (%)
T T i
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Die Auszahlung fiir y;;, = 1, yijo = 0ist > aj,2? , und wegen (*) ist dies das Minimum
i

: 0, _ 0
mymi :aijffiyj = E L Gij(x0)
g i

Auf diesen Wert kann S die Auszahlung driicken, wenn R die Strategie x° spielt.

= R muss seine Strategie = so wihlen, dass dieses Minimum moglichst grofl wird :
min E Tili; = E Tiij(g) = Max
i = ,
K3 K3

Der Spieler R wird dann folgende mittlere Auszahlung erreichen :

v = mfx mjin Z Tia;j
1
Dieses maximale z : 2° ist die fiir R optimale Strategie.
R bekommt mit dieser Strategie ungeachtet der Spielweise von S eine mittlere Auszahlung
(%
Weicht R von £° ab, so kann S bei einer geeigneten Spielweise die Auszahlung unter v,
driicken.

Bestimmung einer optimalen Strategie 2° fiir R :

Formulierung als lineares Optimierungsproblem

= max “min E T30
>0, > z;=1 \ j=1,....n =
1

max max L
x>0, > x;=1 \ L<> =ia45 , j=1,....,n
7

= max L
x>0, > x;=1, LY wia45 , j=1,..,n
7

L erfiillt keine Vorzeichenbeschrénkung :

Setze : —L := Typp1 — Tpgo Mit 1 Tpp1 >0, Tppgo >0
Das Maximumproblem hat damit folgende Gestalt :

Tm+1 — Tm+2 — min (*)

m
Zwiazj + Tl — Tmi2 >0 j=1,..,n

=1
m
Sz
=1

(= LOP2)
Sind Optimallésungen vorhanden , so liefert 2° = (29,...,29)) die optimale Strategie fiir
Spieler R und die mittlere Auszahlung betrégt v; = —29 , + 29 .,
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Bestimmung einer optimalen Strategie fiir S :

S verhilt sich konservativ :

Er rechnet damit, dass seine Strategie y° dem Spieler R bekannt ist.

D.h. R wird vermutlich so spielen, dass die Auszahlung > aijxiy? maximal wird.
2%

Analog zu den vorangegangenen Betrachtungen gilt :

max E .’Elyo(l” = Imax E yo(l”
T — J % - J
] J

= S muss seine Strategie so wéhlen, dass dieser Maximalwert moglichst klein wird :

max E a;jy; — min
L5 y=0, > y;=1

Die mittlere Auszahlung fiir Spieler S betréigt

n

Vg = min max YjQij
y>0, 3 y;=1 t ; Y

Wenn 7° eine fiir S optimale Strategie ist, so kann S die mittlere Auszahlung v, erwarten,

ohne Riicksicht auf das Gegenspiel von R.

Weicht S von §° a, so kann R bei einem geeigneten Gegenspiel eine grofiere Auszahlung als

vg erreichen.

Zur Berechnung von §° wird folgendes LOP aufgestellt :

n

V2 = mIn max E YjiQij
Yy i=1,....m#4
Jj=1

= min min K
Yy KZZ?:] Yjij

= min K
y=>0

mat
n
D ovi=1
j=1

n
Z yjai; < K
j=1
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Da K beliebiges Vorzeichen hat setzen wir : —K := yp11 — Yn+2
= Das Minimierungsproblem kann umformuliert werden :

Yn+1 — Yn4+2 — Max (**)
Z%‘yj +Ynt1 —Yn42 <0 i=1,....m
j=1
doui<l
j=1
> w1
=1
y; >0 j=1,.,n+2
(= LOP2)
In Matrixschreibweise:
I -1 U1 0
AT : :
1 -1 Yn < 0
1 110 0 Yn+1 1
-1 -11]0 0 Yn+2 -1
Y1,y Ynt2 Z 0

Yn+1 — Yn42 — Max

Yn+1,Yn+2 Z 0

Falls eine Optimalldsung existiert, so ist mit §° = (99, ...,4%) eine optimale Strategie fiir S
gegeben.
Mit vy = —§% 1 + 9%, erhélt man die mittlere Auszahlung von S an R.
Bemerkungen
L. (x)P = (x%)

2. Da beide Probleme zuléssige Losungen besitzen, (jedes x mit Y., z; = 1 und jedes y

mit ijl y; = 1 ist zuléssig, da man Tm,41, Tm+2, Ym+1, Ym+2 geeignet wihlen kann)
von (**) (=K = —vs)

existiert das Minimum von (*) (—L = —v1) und das Maximum

und beide sind gleich. (Folgerung aus der starken Dualitit)

V1 = U2 =:

o v heifit Wert des Spiels

o 20,90 heiflen Losungen des Matrixspiels
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3. Wegen 1) und 2) gilt der Minimaxsatz (von Neumann)

m n
v = max(min g g TiY;0i;5)
z oy

i=1 j=1
m n
= mym(mgx Z Z xiyjaij)
o= j=1
m n
mit x>0,y>0, z=1,Y y;=1
i=1 j=1

4. Durch Angabe der beiden optimalen Strategien und durch den Wert des Spiels ist

das Matrixspiel in folgendem Sinne geldst :
(a) Befolgt R die Strategie 2", so kann er bei jedem Gegenspiel von S mindestens
die Auszahlung v erwarten.
(b) Befolgt R diese Strategie nicht, so kann S die Auszahlung evtl. unter v driicken.

(c) Selbst wenn R weif}, dass S konservativ spielt, also §° , so kann er trotz dieser

Information die Auszahlung nicht grofler als v erreichen.

(d) Bei diesem vollstindigen Einblick ist es fiir beide Spieler am giinstigsten, ihre
optimalen Strategien zu wéhlen.

7.1 Faire Spiele

e Ein faires Spiel (kein Spieler wird a priori begiinstigt), ist ein Spiel, dass den Wert
v = 0 hat.

e Ein vollstéindig symmetrisches Spiel bzgl. R und S liegt vor, wenn A schiefsymmetrisch

ist. (A =—AT)
1 1 x1 0
A 1 1
11 T, > 0 und Ty41 — Typgo — min
1 1 /0 0 Tyt
—1 —-1]0 0 Tomto -1
1 -1 Y1 0
AT = -4 :
—1 | S| 0
1 . 110 O Y,+1 1
-1 ... —-1]10 0 Ym+2 -1
A
-1 1 Un > 0 und  Ym+41 — Yms2 — Max
-1 ... -1 0 0 Ym+1 -1
1 . 1 0 0 Ym+2 1
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Beispiel 1 : Stein-Schere-Papier

St P Sch

St 0 -1 1
P 1 0 -1
Sch | -1 1 0

0 -1 1 1
0 -1 1
-1 1 0 1
1 1 1 0
-1 -1 -1 0
mit xy, ..
o (11
37373’

Beispiel 2 : Fussballwette Deutschland vs. Polen

1 T

-1

-1 T3
0 T4
0 s

., x5 > 0 und

Y

= o O O

-1

$4—l‘5—>0

0,0) ist die einzige Losung

Sieg D : 1.5 DP (Unentschieden) : 3.65 Sieg P : 7.0

D DP P
D|lo5s -1 -1
DP | -1 265 -1

Pl -1 -1 6

0,5 -1 -1 1 -1 z1 0
-1 2,66 -1 1 -1 0
-1 -1 6 1 -1 2 | =] 0
11 0 0 - 1
-1 -1 =10 0 s -1
mit z1,...,25 > 0und x4 —x5 — 0

Das Wettbiiro macht also folgende Annahmen :

x1 ~ 62% fiir Sieg Deutschland

2o ~ 25% fiir Unentschieden

x3 ~ 13% fiir Sieg Polen

Das Spiel ist nicht fair, da v = —0,08. (Bei einem Euro Einsatz verliert man ca. 8 Cent.)

66



Kapitel 8

Das Karmarkar-Verfahren

Gegeben sei ein lineares Optimierungsproblem P vom Typ LOP3 :

¢’z — min
x € R"”

A 0
(2)=(0)
z>0

mit el = (1,...,1) € R®

Voraussetzungen :

rang(A) =m
A-e=0 (zuléssige Losung)
min(P) =0

Sind diese Voraussetzungen gegeben, so ist P in ”Karmarkar-Normalform”.

Ein allgemeines lineares Optimierungsproblem kann in Karmarkar-Normalform iiberfiihrt

werden.

Darstellung des Karmarkar-Verfahrens :

e Gegeben sei das LOP (P

~—

und die obigen Voraussetzungen seien erfiillt.

e Input : v € (0,1) , r =

e Algorithmus :
For k=0,1,... do:

1. Berechne ¢T'z*

Falls ¢cT'2% = 0, so ist ¥ eine Losung von (P) == STOP

2. Setze Dy, := diag(2¥, ..., zF)
(Diagonalmatrix, welche die Komponenten von z* in der Diagonalen enthiilt.
Wegen zF > 0 ist det Dy, > 0= D, ' existiert.)

AD]C

T

Desweiteren setze By, := <
e
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3. Berechne :
-ph=[I— B,{(BkB,{Q—lBk]ch pP#£0
yttli—e—a-r- | a

[p*l,
_ karl — n
T AER) TR

k k

Setze z* := 2**1 und gehe wieder zu 1.

Begriindung des Karmarkar-Verfahrens :

Annahme, dass z € B mit x > 0 eine aktuelle Ndherung sei,
welche keine Losung ist (also ¢Z'z > 0).

Nun konstruiert man D = diag(z1, ..., Zp)-

Mit BY := {z eER” : elz=n, 2> 0} ist das Ausgangsproblem gegeben durch

Tz — min mit Kern(A) = {z € R" : Az =0}
ze€Kern(A)NBO

Definiert man die projektive Transformation T : B® — BY durch

n
—T(2) = —— D!
y=TG) = gp=,P7 =

so folgt T'(z) = e, d.h. die aktuelle Niherung z wird in die Schwerpunkte von B° abgebildet.

Begriindung :
T 0 ;11 0
1
o 1 E
0 Ty 0 é
1 o
T 0 T 1
1 é X9 1
D_ xTr = X = = e
0 wl Tn, 1
n _ n n
= T(7) = =5 1$—T€:7€=€
el'D-1g ele n

Ferner ist T bijektiv (eineindeutig).

Die inverse Transformation 77! : B — B9 ist gegeben durch :

n
=T Yy):= —D
z () DY
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Begriindung :

0 zZ1
X1 0 1
71 n . n .
(y) = - : .. R
E = 1 o Tn z
- N 0 Tp Zn
. n
€ Zl4 420 ! .
zp T T an
An.
Tn
21
n
N =1—7Tzo z
o ﬁ++ﬁ 2
- n
E2 SR Y (z1+ 22+ .+ 2n)
z€BY : eTz=n Zn
21
n
n
20
=z

Schreibt man das Ausgangsproblem P in der transformierten Variable y
(d.h. man ersetzt z durch T-1(y)) , so erhiilt man das Aquivalente

lineare Quotienten-Optimierungsproblem :

n
= AD(y) =0
(da D = D7)
=
n(Dc)Ty .
_—— min
xTy yeKern(AD)NB°

Wegen der Voraussetzung min(P) = 0 ist diese Aufgabe dquivalent zum transformierten
Problem (Pr) :

(De)Ty — min
yEKern(AD)NB°

also gilt :
x* ist Loesung von (P) <= y* =T(x%) ist Loesung von (Pr)

Die entscheidende Idee von Karmarkar ist :
(Pr) als Relaxation einer geschlossen lésbaren nichtlinear restringierten Aufgabe aufzufas-
Ser.

Die Grundlage hierfiir ist :

Lemma 8.1 :
Sei : B'={yeR" : eTy=n,y>0},
K(e,é):{yeR” cely=n, ||y—e||2§6},
Mitr:\/gundR:\/m,sowieae((),l)gilt:
K(e,r) c B C K(e,R)
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und
K(e,ar)c{yeR” cely=n, y>0}

Geometrisch :
K (e,r) ist Inkugel und K (e, R) ist Umkugel zu Elementen y > 0 in der Hyperebene
H:={yeR" : ely=n}.

e Wegen K(e,ar) C B ist das lineare Optimierungsproblem (Pr) eine Relaxation
folgender Optimierungsaufgabe :

Pf): (De)” i
( T) ( C) y—)yGKern(ng%I)lﬁK(e,ar)

Die Aufgacbe (Pg) besitzt, wie in Lemma 8.2 gezeigt wird, eine eindeutige, geschlos-

sen angebbare Losung y+.

e Geometrische Motivation :

Ersetzt man in (P¥) y durch e — u , so gilt :

+ist L P — ut:=c—yTistL De)T ,
yt ist Lsg von (Pg) u e —yT ist Lsg von(Dc)' u — ueKemr(r}Be%B(oyw)
wobei :

AD N
B = T ) , B(0,ar) ={uecR" : ||ull, <ar}

Folgende Abbildung charakterisiert die Schritte des Karmarkar-Verfahrens :

Die Losung um des obigen Maximierungs-Problems erreicht man in zwei Schritten :

EemiB)

Parallelverschiebung
weRM (DeyTu= DT vt}

Eer(E) M B0, er)

Abb. 8.1: Karmarkar-Verfahren

1. Man gewinnt zunéchst den Vektor p , indem man De¢ auf den Kern(B) orthogonal

projiziert.

2. Anschlieend multipliziert man den Vektor p mit einem positiven Faktor, sodass der
resultierende Vektor auf dem Rand von B(0, ar) liegt.
D.h. man berechnet ut = ToloP-
= y* ist optimale Losung von (P2). (Wegen y* =e —u™)
3. Wegen y™ € Kern(AD) N K(e,ar) und Lemma 8.1 (K(e,ar) C BY)
ist y© € Kern(AD)N B°.  (y* >0)
Durch Riicktransformation erhélt man die aktuelle Ndherung z+ = T—1(y™).
a7t ist zulissig fiir das Ausgangsproblem, d.h. x+ € Kern(A) N B° | wobei 27 > 0.
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Ubersicht des Karmarkar-Verfahrens :

(P):’xEKern(A)ﬁBO,x>O‘ — (PT):’yEKern(A)ﬂBO‘
!
(P): ’x“‘ € Kern(A)NnB%, 2t > 0‘ i (P7) :’y"‘ € Kern(AD) ﬂK(e,ar)‘

Das folgende Lemma sichert die Durchfiihrbarkeit des Karmarkar-Verfahrens :

Lemma 8.2 :

Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem (P) in Karmarkar-Normalform und die Vor-
aussetzungen (V') seien erfiillt.

Sei € B mit z > 0 eine aktuelle Niiherung und ¢z > 0. (D.h. = keine Lésung von (P)).

AD
Setzt man D := diag(zx, ..., z,) und B = ( T ), so gilt :
e

1. rang(B) = m + 1 und daher BB nicht singulér.
2. Es gilt p=[I — BT'(BBT)"'B]Dc # 0
3. yT :=e—ut =e— % pist die eindeutige Lésung von :

llplly
’ Minimiere (Dc)”y unter der Nebenbedingung y € Kern(AD)N K (e,ar) |,

wobei a € (0,1), 7= /-5 und K(e,ar) ={y e R" : efy=n, ||y —el, < ar}

4. Bs gilt : (De)Tyt < (1=2)cTx

n—1

Bemerkung :

Die Hauptarbeit in jedem Schritt des Karmarkar-Verfahrens besteht in der Berechnung des
Vektors p.

Da p € Kern(B) ist, und p — Dc senkrecht auf Kern(B) steht, ist p die orthogonale Pro-
jektion von Dc auf Kern(B).

Lemma 8.3 : Zuriickfiihrung eines LOP auf Karmarkar-Normalform

Gegeben seien Ag € RF*! | by € RF | ¢y € R! | sowie das lineare Programm (P,) :
Minimiere ¢ u auf My := {u eER :uw>0, Agu > bo}.

Ist die Menge der optimalen Lisungen von (Pp) nichtleer und beschrinkt, so gilt :
{ue]Rl cu>0, Agu>0, cOTuSO}z{(_)}.

Definition 8.1 :
Gegeben seien A € R™*" | ¢ = (1,...,1)T € R, ¢ € R" mit n > 2.
Die Optimierungsaufgabe (P) :

A 0 .
MinimierechaufB::{acER" x>0, ( T )xz( )},(AJ::O,eTe:n)
e

heilt lineares Programm in Karmarkar-Normalform.

Das Karmarkar-Verfahren ist auf (P) anwendbar, wenn folgende Voraussetzungen (V)
erfiillt sind :

- rang(A) =m

-Ae=0
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- min(P) = 0.

Sind diese erfiillt, so gilt :
-e€B

-z € B ist optimal fiir B < ¢!

z=0
Frage :

Kann die Losung von (Py) auf die Losung eines linearen Programms in Karmarkar-Normalform

zuriickgefithrt werden, welches die Voraussetzungen (V) erfiillt ?

Satz 8.4 :
Gegeben seien Ag € R¥*! by € R¥ | ¢y € R! | das lineare Programm (F) :
Minimiere ¢ u auf My := {u eR :u>0, Agu > bo},
sowie das hierzu duale Programm (D) :
Maximiere bgv auf Ny := {v eRF : v>0, A(:)Fv < co}.

Man setze m := k+ 141, n:= 2m und bilde mit

—

A4 —-I 0 0
I

B:=| 0 0 A7 € Rm*(n=2)
G T o
0
bo 1 .
d:.= Co eR™  e:= ceR" 2 ¢:= : e R"™
0 1 0
1

das lineare Programm (Py) :

B —-d d-— Be 0
Minimierechauka:{CL’ER”::EZOa(T e>.$<0>}'
e 1 1 n

Die folgenden Voraussetzungen seien erfiillt :
V1 : by #0 oder ¢g #0
V2 : Die Menge der optimalen Losungen von (Pp) sei nichtleer und beschrankt.
V3 : Es existiert ein uy € R! mit ug > 0, Agug > bo.

Dann gilt :
1.) (Pg) ist im folgenden Sinn zu (FPp) und (Dy) dquivalent :

1.1) Ist u* € My eine optimale Losung von (FPp) und ist v* € Ny eine
optimale Lésung von (Do) ,

*

u
Agu* — b
so hat w* := 0 . 0 die folgenden Eigenschaften :
v
co — A v*
-w* >0, Bw*=d
w*
-xt = #ﬂ 1 € R™ ist eine optimale Losung
0
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von (Py) mit min(Py) =0

*

p
1.2) Ist 2% := | a* | € By mit p* €eR" 2 o*,*€R
ix
eine optimale Losung von (Py) , so hat sie folgende Eigenschaften :
-pB*=0,p*>0,a">0
- Fir w* = Lp* gilt : w* >0, Bw*=d

ar
*

-Ist w* = mit u*, z* € R, y* v* € RF | 50 ist u* eine

optimale Losung von (Py) und v* eine optimale Losung von (Dy).

2.) (Py) ist ein lineares Programm in der Karmarkar-Normalform und

erfiillt die Voraussetzungen (V).

Antwort auf die obige Frage :
Erfiillt (Py) die Voraussetzungen V1-V3, so kann nach Satz 8.4 die Losung von (Pp) auf die
Losung des linearen Programms (Py) in Karmarkar-Normalform zuriickgefiihrt werden.

Satz 8.5 : Konvergenzsatz
(1*%)”
(1—o)(1+527)

Sei q(a, n) := , dann gelten folgende Aussagen :

n—1

1. Jede vom Karmarkar-Verfahren erzeugte Niherung =% , k € {0,1,2,...} , geniigt der
Ungleichung ¢’ 2% < ¢(a, n)L el 0,

2. Ist g(a,m) < 1 und bricht das Karmarkar-Verfahren nicht nach endlich vielen Schrit-
ten mit einer Losung ab, so erzeugt es eine Folge (z*) von Punkten aus X mit

klim cT2% =0, und jeder Hiufungspunkt dieser Folge ist eine Losung des Problems.
—00

(X =Menge aller zulédssigen Losungen)
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Kapitel 9

Mehrkriterielle lineare

Optimierung

Zielfunktion f : R™ — R™ von sich teils widersprechenden Zielen.
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