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Aufgabe 1. (4 Punkte) Minimaleigenschaft linearer Splines

Zu einer Funktion f € C*[a,b] und einem Gitter A,, = {z¢, 71,...,7,} C [a,b] mit 29 = a und
x, = b sel sy die stiickweise linear Interpolierende mit s;(x;) = f(z;), (i =0,1,...,n).
a) Wie sieht s¢(z) fiir € [2;,2,441], (i =0,1,...,n—1) aus?

b) Zeigen Sie die Minimaleigenschaft
HSIfH2 <|dll, firalle ge& C'a,b] mit g(z;) = f(z;), (i=0,1,...,n)

Hinweise:

) /1, = /f2<x>dx (Ly-Norm)

(i) Setzen Sie g(z) = s;(x) + (9(x) — s;(x)) und berechnen Sie |¢'||>
b
(iii) Zeigen Sie [ s}(g' — s})dz =0, indem Sie das Integral iiber [a,b] in eine Summe

von Integralgn tiber [z;, x;11], (i =0,1,...,n— 1) zerlegen und partiell integrieren.
Beriicksichtigen Sie dabei s%(z) =0 und g(z;) = f(z;), (i =0,...,n).

c) Folgern Sie die Ungleichung

Z szrl l))2 < ”g/HZ
Tit1 — T4 - 2

Aufgabe 2. (4 Punkte) Bestimmung der Spline-Koeffizienten

Bestimmen Sie das lineare tridiagonale Gleichungssystem, das zur Berechnung der Koeffizienten
¢; einer kubischen Splinefunktion mit periodischen Randbedingungen gelost werden muss.

Bestimmen Sie fiir die Stiitzpunkte

t]0 1 3 5 6
fil0O1 2 20

den kubischen Spline mit periodischen Randbedingungen.

Bitte wenden!



Aufgabe 3. (4 Punkte) Findeutigkeit von Splinefunktionen
Gegeben sei das Gitter A = {ty < t; < --- < t;11} und die Randbedingungen

s (to) = s (ti41) = 0, (k=0,1,2).

a) Zeigen sie: fiir [ < 3 verschwindet eine kubische Splinefunktion s mit diesen Randbe-
dingungen identisch.

b) Fiir | = 3 existiert zu jedem Wert f eindeutig eine kubische Splinefunktion s mit diesen
Randbedinungen und sa(t2) = f.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst die Eindeutigkeit von sa fiir f = 0 durch Abschétzung der
Zahl der Nullstellen von s3 in (to,?4). Daraus folgt, dass das lineare Gleichungssystem
zur Bestimmung der Koeffizienten eine eindeutige Losung haben muss.

c) Berechnen Sie sa explizit fiir folgenden Spezialfall von b):

t;=-2,-1,0,1,2, f:=1

Aufgabe 4. (4 Punkte) Programmieraufgabe: kubische Spline-Interpolation

Berechnen Sie fiir [ = 2,4, 8,16 zu den Stiitzstellen t; = =5+ 10 ¢/(l + 1), (i =0,...,0+ 1)
die interpolierenden kubischen Splines mit natiirlichen Randbedingungen fiir die Funktion von
Runge:

1

t)=——, te|-55].
)= 1 €[5
Stellen Sie das Ergebnis grafisch dar und bestimmen Sie jeweils den Interpolationsfehler auf
dem Gitter tt=-5:0.01:5 (vgl. Ubungsblatt 5) und vergleichen Sie mit dem Fehler bei linearer

Interpolation.

Abgabe der Programmieraufgabe per eMail an burgermeister@mathematik.uni-halle.de.



