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Aufgabe 1. (4 Punkte) Verallgemeinertes Eigenwertproblem
Zu gegebenen Matrizen A, B € C™*" heifit
(A,B):={A—=zB : z€ C}
Matrizbischel. Die Menge o(A, B) der Eigenwerte von (A, B) wird definiert als
(A, B):={A e C:det(A— AB) =0}.

Das verallgemeinerte Matrizeigenwertproblem lautet: finde A € o(A, B) und einen Vektor

x € C"\{0}, so dass
Az = \Bu.

a) Geben Sie fiir folgende Matrixbiischel (A, B) das charakteristische Polynom
X(4,8)(A) = det(A — AB) und die Menge o(A, B) der Eigenwerte \ an:

ya=(5 1) m=(1 )
0a-(3 ) - (3)

0

woa-(12) eo(10)

b) Bestimmen Sie zu den Matrizen i) die verallgemeinerten Eigenwerte und Eigenvektoren.

c) Fiir das Matrixbiischel ii) schreibt man auch ,,00 € o(A, B)“. Warum?

Aufgabe 2. (4 Punkte) Transformation auf Hessenbergform

Transformieren Sie die Matrix

A=

_ O O Ot
— = ot O
ot = O
O = =

durch orthogonale Transformationen in eine zu A dhnliche Matrix in Tridiagonalform.

Bitte wenden!



Aufgabe 3. (4 Punkte) Konvergenz beim QQR-Verfahren mit und ohne Shift

Das QR-Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A durch wiederholte Ahnlich-
keitstransformationen lief§ sich durch Shift der zu transformierenden Matrix in seiner Konver-
genz gegen eine Diagonalgestalt beschleunigen. Die Auswirkungen des Shifts auf die Abnahme
der Nichtdiagonalelemente wollen wir anhand des folgenden Beispiels untersuchen.

Fiihren Sie einen ) R-Schritt mit Shift oy durch, d.h. machen Sie eine ) R-Zerlegung der Matrix
A — 011 =: QR und berechnen Sie die Transformierte mit Riick-Shift A; := RQ + o11. Gehen

Sie von der Matrix A = < i i ) und

a) 01=0, d.h. ohne Shift,
b) o1=1, d.h. mit Shift,

aus. Wie édndert sich die Konvergenz der Nicht- bzw. Nebendiagonalelemente im Vergleich A,

fir oy =0 zu A; mit o = 17

Hinweis: Gehen Sie bei () von der orthogonalen Rotationsmatrix ) = < oS TSy ) aus
singp  cosp

und ermitteln Sie den Rotationswinkel ¢ durch die Forderung r5; = 0 (R ist obere Dreicksma-

trix!). Losen Sie dazu zuniichst die Gleichung A — 011 = QR nach R auf: R = QT (A — o,1).

Aufgabe 4. (4 Punkte) Programmieraufgabe: QR-Verfahren zur FEigenwertberechnung

Implementieren Sie das QR-Verfahren mit explizitem Shift nach Wilkinson zur Berechnung
aller Eigenwerte einer symmetrischen Matrix (function ew=syev(A)).

Transformieren Sie die Matrix hierzu zunéchst auf Tridiagonalgestalt (z.B. mit dem Matlab-
Befehl hess) und berechnen Sie die QR-Zerlegung in jedem Iterationsschritt mit dem MATLAB-
Befehl qr oder einer fiir Tridiagonalmatrizen optimierten Version der Funktion geqrf (neuer
Name: gtqrf).

Testen Sie Ihre Funktion an Beispiel 6.17 aus der Vorlesung.

Abgabe der Programmieraufgabe per eMail an burgermeister@mathematik.uni-halle.de.



