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Aufgabe 1. (4 Punkte) Fuler-Maclaurinsche Summenformel

Zeigen Sie mit Hilfe der Euler-Maclaurinschen Summenformel

Zkg < n+1))

Aufgabe 2. (4 Punkte) Legendre-Polynome
k
Betrachten Sie die Legendre-Polynome py(t) := (Qk—k!)'%(t2 — 1% (k=0,1,2,...).
a) Zeigen Sie, dass der hochste Koeffizient von py(t) gleich 1 ist.

b) Verifizieren Sie die Orthogonalitét dieser Polynome, < p;,p; > =0 fiir i < j bez. w = 1.
2i+1
Hinweis: Partielle Integration, unter Verwendung von t? —1)" = 0 und der Teil-
!

barkeit der Polynome %(F — 1)k fiir I < k durch ¢? — 1.
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Aufgabe 3. (4 Punkte) Fehlerakkumulation

2

Zu berechnen seien die Integrale I, = [(Int)"dt, n=1,2,....
1

a) Zeigen Sie, dass die I,, der Rekursion
I, =2(n2)" —nl, 1, n>2 (R)
genigen.

b) Esist I; = 0.3863... und I; = 0.0124... . Untersuchen Sie die Verstirkung eines abso-
luten Eingabefehlers in der GréBenordnung von 10~° bei der Berechnung von

(i) Iy aus I; mittels (R) (Vorwértsrekursion)

(ii) I; aus I7 mittels (R) (Riickwértsrekursion)
Rundungsfehler kénnen vernachlassigt werden.

c) Benutzen Sie (R) als Riickwértsrekursion zur Berechnung von I,, aus 1,1 mit dem Start-
wert I, = 0 Wie hat man k zu wiahlen, um mit diesem Verfahren I; bei exakter Rech-
nung auf 4 oder auf 8 Stellen genau zu berechnen?

Bitte wenden!



Aufgabe 4. (4 Punkte) Programmieraufgabe: Numerische Differentation

a) Differentation durch Integration

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt fiir die Ableitung einer Funktion f(¢), die auf
einer Kreisscheibe mit Radius » um den Punkt ¢ analytisch ist:

f'(t):i, 7{ (f(z) dz = ! /Oﬂewf(t—l—rew)dﬁ. (1)

z—19)2 2
O, (t)

Fiir reelle Funktionen f(¢) kann der Integrand durch seinen Realteil ersetzt werden, da
das Ergebnis reell ist.

Berechnen Sie unter Verwendung von (1) mit Hilfe der Matlab-Funktionen quad und
quadl Néherungen fiir %et an der Stelle ¢ = 1 und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem
exakten Wert.

b) Extrapolation von Differenzenquotienten

Der zentrale Differenzenquotient zur Berechnung der ersten Ableitung

OPRLETIES (E2)

besitzt eine h?-Entwicklung.

Bestimmen Sie durch Extrapolation Formeln zur Berechnung der ersten Ableitung einer
Funktion, die einen Fehler der GréBenordung O(h?) und O(h®) haben.

Testen Sie den zentralen Differenzenquotienten und die Extrapolationsformeln an der
Funktion f(t) = e! an der Stelle t = 1 fiir h € [1071¢,10°] und stellen Sie die Fehler
grafisch dar. Welche Schrittweiten h sind jeweils optimal?

Abgabe der Programmieraufgabe per eMail an burgermeister@mathematik.uni-halle.de.



