Informatik 3 — Ubung 09 — Georg K uschk

9.1)
Das Tupel ({1,2,3,5,6,10,15,30} , kgV , ggT , inv, 30, 1) mit inv(x):=30/x ist eine boolesche Algebra,

wenn fir ale x,y,zI M folgende 7 Regeln gelten:

( Zur besseren Ubersicht werden allerdings zuerst die gegebenen Operationssymbole mit den folgenden
Operationssymbolen gleichgesetzt :
[ kgV(X,y)“ = ||X+yu , “ ggT(X,y)" = uX* yu , 113 i nv(x)u = “ Xl “ )

1.) Idempotenz

XX =X und Xx*X =X
Beweis:
kgV(x,x) = x triviadlerweise
ggT(x,x) =x triviadlerweise
® Idempotenz erfiillt

2.) Kommutativitat
X+y =y+x und Xx*y =y*x
Bewels:
kgV(x,y) =kgV(y,x) trivialerweise (Reihenfolge der Operanden ist egal)
ggT(x,y) =ggT(y,x) trivialerweise
® Kommutativitat erfiillt

3.) Assoziativitéat
X*(y*2) = (x*y)*z und x+(y+z) = (x+y)+z
Bewels:
Zeigen, dassggT(x.0dT(y.2) ) =gdT(gaT(x.y) . z) gilt: (*1)
Sei d=ggT( ggT(xy) . Z).
Dann gilt nach der Definition desggT : d | ggT(x,y) ,asod|xundd|y,undd|z.
Esgiltalsod|ggT (y,z) und weiterhind | ggT( x, ggT(y,z) ).
D.h. die rechte Seite der Gleichung (*1) teilt die linke Seite.
Umgekehrt gilt :
Sel d=ggT(x , 9gT(y,2) ).
Dann gilt nach der Definition desggT : d | x und d | ggT(y,z) ,alsod |y undd |z
Esgiltalsod|ggT(x,y) und weiterhind | ggT( ggT(X,y) , 2).
D.h. esteilt auch die linke Seite der Gleichung (* 1) die rechte Seite.
Somit ist die Gleichheit gezeigt.

Noch zeigen , dass kgV ( x . kgV(y.z) ) = kgV(kaV(x.y) . z) qilt ;
kgV(kaV(xy) , z) = kgV( x*y/lggT(x,y) , z) = x*y*z/ ggT( ggT(x,y) , 2)
=x*y*z/ ggT(x, 9g9T(y,2) ) = kgV(x, y*Z/ggT(y*2) ) = kgV(x , kgV(y,z) )

® Assoziativitét erfillt

4.) Absorption
X+(X*y) =x und x*(x+y) =X
Beweis:
Zuerst zeigen , dasskgV( x, ggT(X.y) ) = X :
Sei d=kgV( x, ggT(x,y) ).
Esgiltd|x.
Umgekehrt :
Sei a=ggT(x,y).
Wegen x | kgV(x,a) gilt also x | kgV( x, ggT(x,y) ).
Somit ist die Gleichheit gezeigt.

Als zweites noch zeigen, dass ggT( x , kgV(x.y) ) =X :

Sel d=ggT(x, kgV(x.y) ).

Esqiltd|x.

Umgekehrt gilt wegen x | x und x | kgV(x,y) : X |ggT(x, kgV(xy)) .
Somit ist die Gleichheit gezeigt.

® Absorptionsgesetze erfullt




5.) Distributivitét
X*(y+z) = (X*y)+(x*z) und  x+(y*2z) = (x+y)* (x+2)
Bewels:
Zuerst zeigen, dass ggT(x . kaV(y.z) ) = kaV(gaT(x.y) . 9aT(x.z) ) :
Essei dielinke Seite d:=ggT( X , kgV(y,z) ) und die rechte Seite e:=kgV ( ggT(X,y) , 99T (x,2) ) .
Wegen ggT(x,y) | x und ggT(x,z) | X gilt: e| X .
Ebenso lasst sich folgern : e | kgV(y,z) und somite|d.
Umgekehrt gilt :
Wegeny | kgV(y,z) und z | kgV(y,z) , gilt auch ggT(x,y) |d und ggT(y,z) |d und somit d|e.
Somit ist die Gleichheit gezeigt.

kgV(x, ggT(y,2) ) = ggT( kgV(x.y) , kgV(x,z) ) analog.
® Distributivitat erfiillt

6.) Neutrale Elemente
x+1=x und x+30=30 und x*30=x und x*1=1
Beweis:
kgV(x,1) =x  trivia
kgV(x,30) =30 ,dax£30undx |30
goT(x,30) =x ,dax£30undx |30
ggT(x,1) =1 trivial
® Gesetze der neutralen Elemente erfillt

7.) Komplement
x*x' =1 und x+x‘ =30
Beweise:

30
x*x* = 1 kann man einfach zeigen, indem man die 4 verschiedenen Méglichkeiten fur ggT (X,—) aufzahlt :
X

ggT(30,1) =1
ggT(152) =1
ggT(10,3) =1
ggT(6,5) =1
Wegen der Kommutativitét gibt es keine weiteren méglichen verschiedenen Operandenpaare.

x+x'=30 zeigt man mit der Beziehung kgV(x,y) = x*y / ggT(X,y) :

o
_30_

kgV(x,30x)= —— X =2=30
ggT(x,30/x) 1

® auch diese Regel ist erfillt

Somit ist das gegebene Tupel eine boolesche Algebra.
Die Atome sind die Primzahlen 2,3,5 .



9.24a)
Zuerst zeigen, dass (X:y) +(x:2) £EX:(y+2) :

Esqilt:
X:YE X sowie X:YEYEY+2
Mittels der Idempotenz folgt X: Y £ X: (Y +2)  (*1)

Analog gilt:
X:ZEX sowie X:2Ez2Ey+2z

Mittels der Idempotenz folgt X: 2 £ X:(y+2)  (*2)
Aus (*1) und (*2) folgt wegen Idempotenz :
(x:y)+(x:z) Ex:(y+2) g.ed.

Als zweites zeigen, dass X + (y:2) £ (X+y):(X+2) :

Esgilt XE X+Yy und X£ X+ 2z, worausfolgt: XE (X +Y):(X+2) (*3)
Desweiterengilt Y:ZEYEX+Y und y:zZ£2£ X+2,worausfolgt: y:z £ (X+Yy):(X+2)
Aus (*3) und (*4) folgt wegen Idempotenz :

X+(y:2) £ (X+y):(x+2) g.e.d.

9.2b)
a,b sind Atome der Menge M.

Nach Definitionistalso a® O undfirale cl M gilt: a:c=a oder a:c=0
Ebensofirb: b1 O undfurallecl M gilt: b:c=b oder b:c=0

Zeigen, dassa:bt OU a=b:

L

Nach Definition und Kommutativitét gilt a:b=a und b:a=a:b=Db.
Hieraus folgt unmittelbar a = b.

U

Esgilt a® Oundb® O sowie a=b.

Wegen Idempotenz gilt a:b=a:a=at 0.

Q.ed.

S

9.2¢) .

l.) Zeigen, dassfir jedes XI M gilt: x+0=x , x+1=1, x:0=0 , x:1=X
X+0=X,da0=x:XEX

Xx+1=1 ,dax£1

x:0=0 ,da O£ x

X:1=X ,daX£Xx+x'=1

11.) Zeigen, dassaus X£ Y folgt: X:y'=0 und X+ Yy'=1 fir alex,y ausM.
XEyU x:y=x

P (x:2):(y:2) =(xy):(z:2) = x>

P x:2£y:2z firdlezausM

also insbesondereauch fir 2 =y :

X2yEy:y
P x:y'=0 (day:y'=0) g.ed.
XEyU x+y=y

P (x+2)+(y+2)=(x+y)+(z+2)=x+2

4



P y+z£ X+2 furalezausM
asoinshesondere auch fir 2 = y':
y+ty£Ex+y

P x+y=1 (day+y=1) g.ed.

I11.) Zeigen, dass Consensus-Regeln gelten :

77?



9.3)

Angenommen, es sei mdglich eine boolesche Algebra tiber einer ungeraden Anzahl von Elementen
unter Einsatz beliebiger binérer und unérer Operationen zu konstruieren.

(M ,+,;,",1,0) sei eine solche, beliebige Algebramit den beliebigen binéren Operationen "+" und ™",
der beliebigen unégren Operation” '™ , dem Einselement 1 und dem Nullelement O.

Die Menge M muss also eine ungerade Anzahl von Elementen enthalten.

Dadie Eindeutigkeit des Komplements eines Elements aus M gewéhrleistet sein muss,
kann die unére Operation ein Element aus M also nur auf sich selbst abbilden.

D.h. esmuss gelten X = X' .

Desweiteren miissen aber auch die
Gesetzeder Ound 1 ;

X+0=X
X+1=1

x:1=x

x:0=0

erflllt sein, sowiedie
Komplement-Regeln :
X+x=1
x:X'=0

Wahit man jedoch z.B. X = 0, so gilt nach den
GesetzenderOund1: Xx+0=x d.h. 0+0=0

Komplement-Regeln: X+ x'=1 dh. 0+0=1

Dabeide Gesetze erfiillt sein missen, liegt hier ein Widerspruch vor, d.h. die Annahme st falsch
und esist nicht moglich eine boolesche Algebra Uber einer ungeraden Anzahl von Elementen
unter Einsatz beliebiger bindrer und unérer Operationen zu konstruieren.



