Analysis 3 —Seriel0 — Georg Kuschk

10.14)
gegeben: 2y¥ + 3y"'- 8y+3y =0

3 3
® Nullstellen der Gleichung | 2 +§| 2.4 + > =0 bestimmen.

| ; =1 durch Probieren

Mittels Polynomdivision der Gleichung durch (l - 1) und L 6sen der daraus folgenden quadratischen Gleichung
1
ehdltman | , == und | ,=-3.

Aus den Nullstellen folgt nun

1
=X ~
V() =Ce . ¥,(X)=C,e2 und y,(x) =Cye™. C.CGI R
Die allgemeine L 6sung der gegebenen Differentialgleichung lautet also
1
—X ~
y(x)=Cg'+C,e? +Cge ™ .C.C,,C,I R
10.1b)

gegeben: Y +2y"+y=0

® Nullstellen der Gleichung | * + 2| 2 +1 =0 bestimmen.
L2241 =(242f =(1 i) - i)
®l,=1,1;,=-i

Aus den Nullstellen folgen nun die komplexen L8sungen

y, =Ce" , ¥,=Cxe" , y,=Ce "™, y,=C,xe"”

Die komplexe L6sung der gegebenen Differentialgleichung lautet also

y(xX) = Cé*+C,xé*+Ce "+ C,xe"™

Dierelle Lésung folgt durch Aufspaltung in Realtteil und Imaginarteil :

y(¥

=Ce"+Cxe*+Ce " +C,xe "™

= C,cosx + Cjignx+C,xcosx + C,xign x+ C, cos(- X) + C4 9n( - x) + C,xcos(- x) +C,xian( - X)
= C,cosx +Cjign x+ C,xcosx+ C,xign x+ C,cosx - Cjdn x+C,xcosx- C,xisn x

® Re(y) =(C, +C,)cosx- (C, +C,)xcos x
® Im(y) =(C,- C,)dn x+(C, - C,)xsn x

® y(x)=(C,+C,;)cosx - (C, +C,)xcosx+(C, - C,)snx+(C,- C,)xsnx  ,C,C,,C,,C,T R




10.1¢)

X

" A e _
gegeben: y'- 2y'+y N 0
Zunéchst L dsen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung :
®1%-2 +1=0
®l,,=1+0=1
® y(x) =€, Y,(X) =x&
® allgemeine Losung der homogenen DGL : Y(X) = C,e"* + C,x€"
Dieinhomogene Differentialgleichung nun durch Variation der Konstanten |6sen :
y(x) = C, (X)€" + C, (x)xe" = C,(X)y;(X) +C, (X) y,(X)
Y'(X) =C()%'(¥) +C(X)y, (%) + G (X)y2(X) +C,' (%) y»(X)
Bestimmen von C,'(X) und C,'(X) wiein Vorlesung :
Esqilt
C/ (%X + G,/ (X)y,(x) =0

und
X

C/ (Y, (¥ +C,' (X y,' (%) = j;

Dasheifit,
C'(xe +C,'(x)xe* =0 P C'(X)+C,'(x)x=0
und

C(9e"+ (x+1)C; (e =
X

1
2

P C/(X) +(x+1)>C,'(X) = x

Stellt man die erste Gleichung nach C,"(X) um und setzt sie in die zweite Gleichung ein, so erhélt man

1
C,'(X)=x 2 ynd somit C,(x) = 2Jx .

Fur C,(X) folgtdann
C/'(¥X)=-C,'(X)x=-X 2xx="-X? und somit C,(X) = - §x2,

265>, 43
® spezielle Losung der inhomogenen DGL @ y(X) = 8:2- ggxxzex = —x2%e*
e (4]

3

4 3
® allgemeine Lsung der inhomogenen DGL : y(x) = Ce* + C,x€" + 3 x?e".




10.2)

gegeben: g:R® R, g(-y)=-g(y) und "y,¥1 R |g(y)- g(V)|£LAY- ¥

10.2 a)
Essei y"(X) =-9(Y)-
1.) Zeigen, dass U(X) = y(C + X) Loésung der Gleichung ist :

u'(x) =

dx dx dic+x)  dx dx
® u"(x) =y"(2) =-9(y(2)
® y"(c+x)=-g(y(c+Xx)

11.) Zeigen, dass V(X) = y(C - X) Lésung der Gleichung ist :

dv(x) _dy(c- x) _dy(c- X) d(c- X) _dy(c- x) _
dk  dx  d(c-x dx  dx

® v'(x)=y"(2) =- 9(y(2)

® y"(c- x)=-g(y(c- x)

V'(X) =

-Y(2)

111.) Zeigen, dass W(X) = - Y(X) Losung der Gleichungist :

W) dy(x)
v - Y -y
® wi(x =2 . HI =y = g (y0) = g W)
® W'(x) =~ g(wx)

W(x) =

10.3)

gegeben: y"'(X) + y(X) = cos(wx)

Wieder zunéchst die zugehdrige homogene Differentialgleichung l6sen :
® 1%+1=0
®,=i , 1,=-i

® vy,(x) =€ =C (cosx+isn x)

und Y, (x) =€ =cog(- x) +isn( - x) =C,(cosx - isn x)

Die komplexe L6sung lautet also
y(x) =(C, +C,)cosx+(C, - C,)isnx=C,cosx+C,snx

Fir die reellen Lésungen folgt dann durch Aufspaltung in Realteil und Imaginarteil :
Y, () =Re(y) =Goosx  und  y,(x) =Im(y) =C,sn

® allgemeine Lésung der homogenen DGL :

y(x) =C,cosx+C,9n x

du(x) _ dy(c+x) _dy(c+Xx) >(d(cx+c) _dylc+x) _

(2) mitz=c+x

mit Z=C- X



zu 10.3)

Dieinhomogene Differentialgleichung nun durch Variation der Konstanten |6sen :
y(x) = Cy(X) cosx +C,(x)gn x = C,(X) Y1 (X) + C(X) y,(X)

Y'(¥) =C(¥) ¥y’ (¥) + G ()Y, '(¥) + G (X) y1(X) +C,'(X) yo(X)
Bestimmen von C,'(X) und C,'(X) wiein Vorlesung :

Esqgilt

C/ (0¥ +C'(X)y,(x) =0

und

C ()" (¥) +C,'(X)y, (%) = cos{wx)

Das heifit,
C/'(X)cosx+C,'(x)anx=0 *1)
® C,'(X)cosxsdn x+C,'(X)sn’x=0 *2)
und
- C/(¥€n x+C,'(X)cosx = coswx) ® - C,'(x)sin xcosx +C,"(x)cos? x = cos{wx) xcosx
Addition von (*2) und (*3) liefert :
C,'(x)lgn? x+ cos? x) = cos(wx)cos x
® C,'(x) = coswx)cosx
® C,(x) = sin(x(w - 1)) , sn(x(w +1))
2w - 1) 2(w +1)
Wegen (*1) gilt :

C' (%) =- C, ()X = _ g x>cosfwx)
COS X

cos(x(w +1))  cos(x(w - 1))

© = w) T 2w 1)

Somitist y(X) =C,cosx+C,9Nn X beschréankt, fallsw * +1:

Fur w=1ist:

C,'(X) = cos? x ® C,(X) :%(sjn XCOSX + X)

C,' (¥ :-Cz'(x)m:- sn xcosx ® C(X) =- l:sinzx
COSX 2

® y(x)=- 1 4n2 xcosx+ Lan? xcosx + X xsin x
2 2 2

® y(x)= %xsin

Fir X® ¥ ist dieser Term unbeschrankt, d.h. Resonanz tritt ein.

Fir w = - 1 folgt wegen COS(- X) = COSX genau dasselbe, d.h. ebenfalls unbeschrénkt.

(*3)



