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Analysis 3 – Serie10 – Georg Kuschk

10.1 a)

gegeben : 03'8''32 )3( =+−+ yyyy

→ Nullstellen der Gleichung 0
2
3

4
2
3 23 =+−+ λλλ  bestimmen.

11 =λ  durch Probieren

Mittels Polynomdivision der Gleichung durch ( )1−λ  und Lösen der daraus folgenden quadratischen Gleichung

erhält man 
2
1

2 =λ  und 33 −=λ .

Aus den Nullstellen folgt nun

xeCxy 11 )( =   ,  
x

eCxy 2
1

22 )( =   und  xeCxy 3
33 )( −= . RCCC ∈321 ,,

Die allgemeine Lösung der gegebenen Differentialgleichung lautet also

xxx eCeCeCxy 3
3

2
1

21)( −++= , RCCC ∈321 ,,

10.1 b)

gegeben : 0''2)4( =++ yyy
→ Nullstellen der Gleichung 012 24 =++ λλ  bestimmen.

( ) ( ) ( )222224 112 ii −+=+=++ λλλλλ
→ i=2,1λ   ,  i−=4,3λ
Aus den Nullstellen folgen nun die komplexen Lösungen

ixeCy 11 =   ,  ixxeCy 22 =   ,  ixeCy −= 33   ,  ixxeCy −= 44

Die komplexe Lösung der gegebenen Differentialgleichung lautet also

)(xy ixixixix xeCeCxeCeC −− +++= 4321

Die relle Lösung folgt durch Aufspaltung in Realtteil und Imaginärteil :
)(xy

ixixixix xeCeCxeCeC −− +++= 4321

)sin()cos()sin()cos(sincossincos 44332211 xxiCxxCxiCxCxxiCxxCxiCxC −+−+−+−++++=
xxiCxxCxiCxCxxiCxxCxiCxC sincossincossincossincos 44332211 −+−++++=

( ) ( ) xxCCxCCy coscos)Re( 4231 +−+=→
( ) ( ) xxCCxCCy sinsin)Im( 4231 −+−=→

( ) ( ) ( ) ( ) xxCCxCCxxCCxCCxy sinsincoscos)( 42314231 −+−++−+=→ , RCCCC ∈4321 ,,,
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10.1 c)

gegeben : 0'2'' =−+−
x

e
yyy

x

Zunächst Lösen der zugehörigen homogenen Differentialgleichung :

0122 =+−→ λλ
1012,1 =±=→ λ

xexy =→ )(1   ,  xxexy =)(2

→ allgemeine Lösung der homogenen DGL : xx xeCeCxy 21)( +=
Die inhomogene Differentialgleichung nun durch Variation der Konstanten lösen :

)()()()()()()( 221121 xyxCxyxCxexCexCxy xx +=+=
)()(')()(')(')()(')()(' 22112211 xyxCxyxCxyxCxyxCxy +++=

Bestimmen von )('1 xC  und )('2 xC  wie in Vorlesung :

Es gilt
0)()(')()(' 2211 =+ xyxCxyxC

und

x
e

xyxCxyxC
x

=+ )(')(')(')(' 2211

Das heißt ,

0)(')(' 21 =+ xx xexCexC ⇒  0)(')(' 21 =+ xxCxC
und

x
e

exCxexC
x

xx =⋅++ )(')1()(' 21 ⇒  2
1

21 )(')1()('
−

=⋅++ xxCxxC

Stellt man die erste Gleichung nach )('1 xC  um und setzt sie in die zweite Gleichung ein, so erhält man

2
1

2 )('
−

= xxC  und somit xxC 2)(2 = .

Für )(1 xC  folgt dann

2
1

2
1

21 )(')(' xxxxxCxC −=⋅−=−=
−

 und somit 2
3

1 3
2

)( xxC −= .

→ spezielle Lösung der inhomogenen DGL : xx exexxy 2
3

2
3

3
4

3
2

2)( =⋅





 −=

→  allgemeine Lösung der inhomogenen DGL : xxx exxeCeCxy 2
3

21 3
4

)( ++= . RCC ∈21,
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10.2)

gegeben : RRg →:   ,  )()( ygyg −=−   und  Ryy ∈∀ ,  yyLygyg −⋅≤− )()(
10.2 a)
Es sei )()('' ygxy −= .

I.) Zeigen, dass )()( xcyxu +=  Lösung der Gleichung ist :

)(')()(
)(
)()()()(' zy

dx
xcdy

dx
ccxd

xcd
xcdy

dx
xcdy

dx
xduxu =+=+⋅

+
+=+== mit xcz +=:

→ ))(()('')('' zygzyxu −==
))(()('' xcygxcy +−=+→

II.) Zeigen, dass )()( xcyxv −=  Lösung der Gleichung ist :

)('
)()(

)(
)()()(

)(' zy
dx

xcdy
dx

xcd
xcd
xcdy

dx
xcdy

dx
xdv

xv −=
−

=
−

⋅
−
−

=
−

== mit xcz −=:

→ ))(()('')('' zygzyxv −==
))(()('' xcygxcy −−=−→

III.) Zeigen, dass )()( xyxw −=  Lösung der Gleichung ist :

)('
)()(

)(' xy
x

xdy
dx

xdw
xw −=−==

))(())(()(''
)(')('

)('' xwgxygxy
dx

xdy
dx

xdw
xw −==−=−==→

))(()('' xwgxw −=→

10.3)
gegeben : )cos()()('' xxyxy ω=+
Wieder zunächst die zugehörige homogene Differentialgleichung lösen :

012 =+→ λ
i=→ 1λ   ,  i−=2λ

( )xixCexy ix sincos)( 11 +==→
und ( )xixCxixexy ix sincos)sin()cos()( 22 −=−+−== −

Die komplexe Lösung lautet also
( ) ( ) xiCxCxiCCxCCxy sincossincos)( 212121 +=−++=

Für die reellen Lösungen folgt dann durch Aufspaltung in Realteil und Imaginärteil :
xCyxy cos)Re()( 11 == und xCyxy sin)Im()( 22 ==

→ allgemeine Lösung der homogenen DGL :

xCxCxy sincos)( 21 +=
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zu 10.3)

Die inhomogene Differentialgleichung nun durch Variation der Konstanten lösen :
)()()()(sin)(cos)()( 221121 xyxCxyxCxxCxxCxy +=+=

)()(')()(')(')()(')()(' 22112211 xyxCxyxCxyxCxyxCxy +++=
Bestimmen von )('1 xC  und )('2 xC  wie in Vorlesung :
Es gilt

0)()(')()(' 2211 =+ xyxCxyxC
und

( )xxyxCxyxC ωcos)(')(')(')(' 2211 =+

Das heißt ,
0sin)('cos)(' 21 =+ xxCxxC (*1)

0sin)('sincos)(' 2
21 =+→ xxCxxxC (*2)

und

( )xxxCxxC ωcoscos)('sin)(' 21 =+−   ( ) xxxxCxxxC coscoscos)('cossin)(' 2
21 ⋅=+−→ ω (*3)

Addition von (*2) und (*3) liefert :

( ) ( ) xxxxxC coscoscossin)(' 22
2 ω=+

( ) xxxC coscos)('2 ω=→
( )( )

( )
( )( )

( )12
1sin

12
1sin

)(2 +
+

+
−

−
=→

ω
ω

ω
ω xx

xC

Wegen (*1) gilt :

( )xx
x
x

xCxC ωcossin
cos
sin

)(')(' 21 ⋅−=−=

( )( )
( )

( )( )
( )12

1cos
12

1cos
)(1 −

−
−

+
+

=→
ω

ω
ω

ω xx
xC

Somit ist   xCxCxy sincos)( 21 +=    beschränkt, falls 1±≠ω  :

Für 1=ω  ist :

xxC 2
2 cos)(' = ( )xxxxC +=→ cossin

2
1

)(2

xx
x
x

xCxC cossin
cos
sin

)(')(' 21 −=−= xxC 2
1 sin

2
1

)( −=→

xxxxxxxy sin
2
1

cossin
2
1

cossin
2
1

)( 22 ++−=→

sin
2
1

)( xxy =→

Für ∞→x  ist dieser Term unbeschränkt, d.h. Resonanz tritt ein.

Für 1−=ω  folgt wegen xx cos)cos( =−  genau dasselbe , d.h. ebenfalls unbeschränkt.


