Analysis 3 — Serie09 — Georg Kuschk

9.1)
9.2a)
@e3 -1 -3¢
L6sen des DGL Y':g- 6 2 6%
§6 -2 -6
Zunachst die Eigenwerte durch Lésen der charakteristischen Gleichung det( A- | E) =0 bestimmen:
B3- | -1 -3 9
det( A- | E)=detg -6 2-1 6 -
§6 -2 -6-lg
Entwickeln nach der 1. Spalte :
@1y 5 0 el ot 30
€2 -6-|rzj Ez-wgJ §2-| 65

=(3-1)X-12- 2| +6l +12+12)+6X6+| - 6)+6X-6+6- 3 )
=(3-1)x12+4l )+6l - 18
=32+120 - 13- 412- 12

=_|3_|2

Die Eigenwerte werden nun durch - | - | 2 =0 bestimmt.

Dh1,=0 , 1,=0 , I,=-1

L 6sungen des Systems zum doppelten Eigenwert | ,, =0 :

DaVielfachheit des Eigenwertes zwei ist, lautet der Ansatz :

mlo 8@1 9 8@1+le6 a@lo
Yi,2 (}Qaz +(}b X —(}az"'bzX— ®(y12) sz_
egasz 8@@@ &a, +bxg &, 5

Einsetzen in das DGL-System liefert :

@10 a3 -1 -30@1+leo

(;b ——g 6 2 —>@a +b2x—

gy &6 -2 - 658 +thxy
@19 g 3a,+30X- a,- b,x- 3a;- 3p,X 0

® ¢h,+=¢- 6a, - 6hx +2a, + 2b,x+ 6a, + 6b,x= (*1)
&b,5 & 6a,+6hx- 2a,- 2b,X- 63, - BbX

Um eine Aussage Uber die h zu erhalten, das obige lineare Gleichungssystem nach x differenzieren,

0=30 - b, - 30,

0=-6b +2h, +6h,

0=6Db - 2b, - 6b,

und nach dem GauRRschen Verfahren |6sen :



zu 9.2 a)

b b b
3 -1 -30
-6 2 610
6 -2 -60
3 -1 -30
0 0 0|0
0 0 00

® b,,b,T R beliebig
und 3b, =h, +3b,
1
b =3b, +b,
s
6s;ﬁ)lo Q§d1+d2
T_C
&by é d,
Diesin (*1) einsetzen :

aeld +d,2 5
(;5 17T g 3a +dx+3dX- a,- dx-33;-3d,x 0

) ;:g- 6a, - 2d,X - 6d,X+2a, +2d,x + 6a, + 6d,x

¢ d

¢

é d, I &6a +2dx+6d,x- 2a,- 2d,x- 6a,- 6d,X &
2

- .

ggdl"'dz% ®3-a-38 0

¢ d +=c¢ 631"'232"'633?

é d, I &6a-2a-63
2

Dieses LGS wieder |6sen :

8 a &

1
3 -1-3§d1+d2
-6 2 6| d
6 -2 -6 d,

1

=d,+d

3 -1 -3/3° °

00 0 §o|1+2o|2
O 0 0] 2

'§d1'd2

®d =0, d=0
0 ado
6@1+_Q+
dh. ¢h,+=¢0+
&y &0p



zu 9.2 a)
® 33 =a, + 33,
® a,,a,1 R beliebig

1
und & =23 + 3,

I O:

a@lo gécﬁc ;
®<;a2——8 q s

gasﬂ é G
2No)
9_ aéo
=C >§91_ und vy, =C, >@0— CLZT R sind Fundamentallosungenzu | ., =0

§0: A

5]

Losungen des Systems zum Eigenwert | ;= -1
DaVielfachheit des Eigenwertes einsist, lautet der Ansatz :

a8, 0 28, % a0
g (5: |_g - - X
ca, € * = ca,+xe " ® (y;)=¢ 8+
Sagg &a, 5 & apy

Einsetzen in das DGL-System :
& a0 $e3 -1 - 30 aalo
c- a,+xe " =¢c-6 2 —>@a2 g (durch € * dividieren und Produkt bilden)
& ap §6 -2 -658n5
e al 23a-3-33 9
¢ ¢
c- az——g 6a, +2a, +6a3—
& ap &63-23,- 63 7

8@9 69431' a,- 3a 0
® ¢0+=¢- 6a, +3a, +6a;+

&0y &6a,-2a,- 58 5

Dieses LGS |6sen :

a & &
4 -1 -3[0
-6 3 60
6 -2 -50
p .1 3
2 2|0
o 2 2o
2 2|
0o -+ .1
2 2
® a,=-3



d.h.a1:-—a2
wo 2
0 -
(e 92_ "
®ga2——c3><g- 1. Gl R
& g1z
a
eel §
57
C o
®y3:cs>g;-1+>e
¥
a

Die Losungen Y, Y,, Y, bilden zusammen ein Fundamental system, da die Wronski-Determinante

& Ec e *2
c3 2° 7 &

W(x)=detcc, 0 -ce” -
G0 ¢, coer
& 0

ungleich O ist fur ale x.

Die allgemeine Lésung lautet somit :

aélo 2l 6
3] ado €57
Go~ C o™ o x
y(x)=c ¢l +Cz>i;0 ++Cyg- Loe
éol &g éli
2 2




9.2b)

el 0 -19
LosendesDGL Y'=¢- 6 2 6 1xY
§4 -1 -4y
Zunéchst die Eigenwerte durch Losen der charakteristischen Gleichung det( A- | E) =0 bestimmen:
B- | 0 -1 9
det(A- |E)=det¢-6 2-1 6 -

S4 -1 -4-1p
Entwickeln nach der 2. Spalte :
—(2-|)>o|et§él -1 (1)><o|etaé'I 1
4 -4-|,a g 6 6
=(2-1)X-4-1 +41 +12+4)+(6- 6l - 6)
=(2-1)x12+3)- 6l
=212+6| - 1°-32- 6l

:_|3_|2

[SHEHeH

Die Eigenwerte werden nun durch - | - | 2 =0 bestimmt.

Dh1,=0 , 1,=0 , I,=-1

L 6sungen des Systems zum doppelten Eigenwert | ,, =0 :
DaVielfachheit des Eigenwertes zwei ist, lautet der Ansatz :

8@@10 @1 0 a8, +bxo

iz gga2 +gb —x NS —ga2+b2x— (*2)
fap 5 5 &a, +bx g
a@lo
®(y12) sz_

&, 5

Einsetzen in das DGL-System liefert :

@lo éel 0 -lo 331+le0

(;b +=¢-6 2 6= >@a2+b2x—

&y &4 -1 - 458, +bxy
aéllo S a thx- a;- byx 0

® cbz—— ¢- 63, - 6hx+2a, +20b,x+6a, +6b3><— (*3)
&y & 4a+4x- 8- bx- 4a,- dbx

Um eine Aussage Uber die bI zu erhalten, das obige lineare Gleichungssystem nach x differenzieren,

0=h - b,

0=-6b +2b, +6b,

0=4b,- b, - 4b,

und nach dem Gauf3schen Verfahren |6sen :



zu 9.2 b)

b b b

1 0 -1/0

-6 2 610

4 -1 -4|0

1 0 -10

0O 2 0|0

0O -1 0|0

® b,=0 und b =h
aeblo aéo

® ¢o2=c 60 G R
&y &y

Diesin (*3) einsetzen :
éaéo Se a tCX- 33- GX ('.5
® ¢O+=¢- 6a - 6 x+ 2a2+6a3+6clx—
§lg & 4a +4cx- a,- 4a;- doxX g
Bo® A3 0
® ¢0+=¢- 6a +2a, +6a;+
&lg & 4a-a,- 43

Dieses LGS wieder |6sen :

a & &
1 0 -1)1
-6 2 610
4 -1 -4]1
1 0 -11
0 2 0|6
0 -1 0|-3
®

a =a,+1
a,=3
a;=a-1

a@lo éo a@o
® gaz——c2 >~'§;O +q>g3— Gl R
&y &y &lp
Nach (*2) sind die Fundamentallésungen zu | 12— 0 somit

aéo a@o aéo

,=C, >@0 +cl>q;3 +cl>q;0—x
&y &y &l



E@+x9 8&9
® y,=c>x 3 + und y,=¢, %0+ ,c,I R

e x «

Losungen des Systems zum Eigenwert | ;= -1
DaVielfachheit des Eigenwertes einsist, lautet der Ansatz :

0 & 0 e a0

_g B Ix_g N - X ._g 5 - X
Y; =8 € " =8, ® (y;)=¢ 8+

&,y &g & a5

Einsetzen in das DGL-System :

e a0 el 0O -1

¢ T 4 €

c-,+® =¢-6 2 6

Gaj &4 -1 -4

geaig ge & - & 0

¢c- {+=¢ ba +2a,+6a;+

& ap & 4a-8,-4% 7
g moa

® ¢0+=¢- 6a, +3a, +6a;+
&0y & 4a-a,-3a 5

xe (durch € * dividieren und Produkt bilden)

Dieses LGS |6sen :

8 a &
2 0 -1/0
-6 3 610
4 -1 -3|0

Die Losungen Y, Y,, Y, bilden zusammen ein Fundamental system, da die Wronski-Determinante
8@:1(2 +X) ¢, cxe’ 0

W(x) =det¢ 3c 0 -2+
gcl(1+ X) C 2ce”

ungleich O ist fur alle x.



zu 9.2 b)

Die allgemeine Ldsung lautet somit :

aé+Xo aéo gelg
y(X) = cl>q; 3 —+c >q;0 +Cy0G- 2
gl+xy  &ly &2

9.2¢)

a -20
LosendesDGL Y'= =xXY
g6 -5

Zunéchst die Eigenwerte durch Losen der charakteristischen Gleichung det( A- | E) =0 bestimmen:

_ | _ 2 .
det(A- | E) = detgéG - 2
LN 7 |

=-5-] +5 +1%2+12

=12+4 +7
® l,,=-2%-/4-7
L =-2+i/3
|,=-2-i/3

L osungen des Systems zum Eigenwert | , = - 2 +i 3
DaVieIfachheit des Eigenwertes einsist, lautet der Ansatz :

a
Einsetzen in das DGL-System :

- 2x+i3x _ - 20 @10 - 2x+i3x
(2+IJ§))§ 3, g gB '50>gazﬂ
2a1+|J—>610 2a20
S 20, +i3r,5 5661 58, 5

Ausder ersten Zeile

- 2a1+iJ§>el=a1- 2a,
folgt:

[ 2+iv3- 1) =- 23,
_3-i43
® a, = 5 a

gaz—xe gam - 23X ® (y,)'= (2+|\/§)>«g

(durch €

2ﬂ

2x+i/3x

2x+|\/_x

dividieren und Produkt bilden)



zu9.2¢)
®§@1§=q>g3-i£: ol R
%o & o 5

e 1 o
®y q><g3- iv/3° >1=:2X+'J§X

e2ﬂ

L osungen des Systems zum Eigenwert | , =-2- i3
DaVielfachheit des Eigenwert&s einsist, lautet der Ansatz :

T R P

Einsetzen in das DGL-System :

. 2x-i3x _ a '20@0 - 2x- i43x
ForBlE e = e
882a1-|f>910 A, - 2a20

- 28,- iW3%,5 &64a,- 53,5

Ausder ersten Zeile

- 2a,-i3x,=a - 2a,
folgt:

[ 2-iV3- 1)xa, =-2a,
_3+i«/§al

0 -
iv37 Gl R
a

e 1 0 .
® y, = 6 g3 +iv3 e
e 2 9

Die komplexen Ldsungen in reelle Lésungen mittels der Beziehung

aeaelb

¥, = Re(y;) =Refc, ¥ $3- 13 3-i4/37 ><ezx+'fx'—c><ezx><Re

g & 2 o p
ge cos(«/—x)+|sn(«/—) 0
Vi=ooe ><Re§ 3-1V3 ><(cos(\/—x)+|sn(x/— ))g
_ z cos(«/—x) 0
Xégcosa(«/—x +£sn( x)

und

(durch €

x

azz

2x-i+/3x

|\/_x

§_'[

2x |\/§x

dividieren und Produkt bilden)

e* =cosx+idn X umwandeln:

6

ia



zu9.2¢)

® % |J_x 9
=1m(y,) = Img(:Z)gS-H\/— >e2X|J§X;—C2>QZX’4m 3+|\/— |«/§x%
E & 2 o o g 2 P

e cos(— «/§X)+isin( ) 0

~ _ -2x o cC_ . _
Y2=G® Im§3+|J§><(COS(_ \/§X)+|sn(- x/§x))§j
39 ( \/_x) 0
Bl Egsn )+ Lo o

Die Lésungen Y;, Y, bilden zusammen ein Fundamental system, da die Wronski-Determinante

2 ¢ xe >«:os(\/§x) c, X i n(— J§x) 6
W) = daéq xg 2 %cos(ﬁx% gsi n( 3x)§ c, e xgsi n(— \/§x)+§cos(- ﬁx)gg

ungleich O ist fur ale x.

Die allgemeine Lésung lautet somit :

z cos(\/gx) o 5 sn ( «/§x) 0

09682 o e L2an( ™™ Bl 13+ oo 5

9.3)
Nach Aufgabenstellung sei das Salz in den Tanks stets gleichméaRig verteilt.

m (t) bezeichne den Salgehalt im Tank i zur Zeit tin Kilo.
AuRerdem gilt M, (0) =50 und m,(0) = 20

Die Funktionen M, erfiillen das DGL-System

ano e 8 20 6e&e2 190 .

Gt - 1oooml 1ooomz;_9 % 0;3@“@

Cm =6 c +
80 Lt éMg

gdtz 1000 10002 5 §25 25{a

Eigenwerte der konstanten K oeffizientenmatrix A bestimmen :

4-1 1 ¢
det(A- | E)——det%e y ) l%
L |

%(16+8I +12-4)=0

10



2 1
|,=-2=. %
50 25
6 3
|2:-_:-_
50 25

zugehdrige Eigenvektoren V. (ber die Beziehung (A- | iE) %/, =0 bestimmen:

ga 1 1 (_j

"o Bn . o a0

25 50 ¢ tE=( ® v, —g und

g 12ﬂ Zﬂ
25 25ﬂ

gal 16

o £n . W, 0 el

925 5](-)_ 21i:O g

g =z Voo &

25 25g

QIIO

Die L ésungen sind somit

my(t) = C>§2g>e —C1>§2—>e'2t5 und

16 -2

m,(t) = ng —>e C><g2—>4e25

Die Losungen rﬁl, M, bilden zusammen ein Fundamental system, da die Wronski-Determinante
t 3t

5
25 =
gc >Qe25 - C, ><2e25

ungleich Oist fur alet.

Die allgemeine Ldsung Iautet somit

()6
005

3t

el o R
=C, >e25 C, e % ,C,C. I R
>§2ﬂ %225 v

Die Anfangsbedingungen liefern die Konstanten :
a®0y_axC +C, §

%20, &, - 2C,5

® C,=50- C,

® 20=100- 2C, - 2C,
d.h. C, =20 und somit C, =30.

1



zu 9.3)
Somit &3t sich der Salzgehalt in den Tanks bestimmen durch:

m()o 25 10 25
e R P

Die Salzgehalte
2

t
m(t)=30% % +20% %  und
3t

t
m,(t) =60xe % - 40> =

strebenfir t ® ¥ natirlich gegen Null.

9.4)



