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Analysis 3 – Serie09 – Georg Kuschk

9.1)
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Zunächst die Eigenwerte durch Lösen der charakteristischen Gleichung 0)det( =− EA λ  bestimmen :
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Entwickeln nach der 1. Spalte :
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Die Eigenwerte werden nun durch 023 =−− λλ  bestimmt.

D.h. 1,0,0 321 −=== λλλ

Lösungen des Systems zum doppelten Eigenwert 02,1 =λ  :

Da Vielfachheit des Eigenwertes zwei ist, lautet der Ansatz :
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Einsetzen in das DGL-System liefert :
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Um eine Aussage über die ib  zu erhalten, das obige lineare Gleichungssystem nach x differenzieren,

321 330 bbb −−=

321 6260 bbb ++−=

321 6260 bbb −−=
und nach dem Gaußschen Verfahren lösen :
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zu 9.2 a)
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Dies in (*1) einsetzen :
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Dieses LGS wieder lösen :
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zu 9.2 a)

321 33 aaa +=→
Raa ∈→ 32 ,  beliebig
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sind Fundamentallösungen zu 02,1 =λ

Lösungen des Systems zum Eigenwert 13 −=λ  :

Da Vielfachheit des Eigenwertes eins ist, lautet der Ansatz :
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Einsetzen in das DGL-System :
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(durch xe−  dividieren und Produkt bilden)
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Dieses LGS lösen :

321 aaa

0
0

0

526
636

314

−−
−

−−

0
0
0

2
1

2
1

0

2
3

2
3

0

2
3

2
1

2

−−

−−

32 aa −=→

und 321 2
3

2
1

2 aaa −−=



4

zu 9.2 a)

d.h. 21 2
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Die Lösungen 321 ,, yyy  bilden zusammen ein Fundamentalsystem, da die Wronski-Determinante
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Die allgemeine Lösung lautet somit :
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9.2 b)

Lösen des DGL YY ⋅
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Zunächst die Eigenwerte durch Lösen der charakteristischen Gleichung 0)det( =− EA λ  bestimmen :
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Entwickeln nach der 2. Spalte :
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Die Eigenwerte werden nun durch 023 =−− λλ  bestimmt.
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Lösungen des Systems zum doppelten Eigenwert 02,1 =λ  :

Da Vielfachheit des Eigenwertes zwei ist, lautet der Ansatz :
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Einsetzen in das DGL-System liefert :
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Um eine Aussage über die ib  zu erhalten, das obige lineare Gleichungssystem nach x differenzieren,
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und nach dem Gaußschen Verfahren lösen :



6

zu 9.2 b)
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Dieses LGS wieder lösen :
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Nach (*2) sind die Fundamentallösungen zu 02,1 =λ  somit
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Rccyund
x

x

cy ∈















⋅=

















+

+

⋅=→ 2,12211 ,
1
0

1

1
3

2

Lösungen des Systems zum Eigenwert 13 −=λ  :

Da Vielfachheit des Eigenwertes eins ist, lautet der Ansatz :
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Einsetzen in das DGL-System :
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Dieses LGS lösen :
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Die Lösungen 321 ,, yyy  bilden zusammen ein Fundamentalsystem, da die Wronski-Determinante
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ungleich 0 ist für alle x.
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zu 9.2 b)

Die allgemeine Lösung lautet somit :

xecc
x

x

cxy −⋅















−⋅+
















⋅+

















+

+

⋅=
2
2

1

1
0

1

1
3

2

)( 321

9.2 c)

Lösen des DGL YY ⋅







−
−

=
56
21

'

Zunächst die Eigenwerte durch Lösen der charakteristischen Gleichung 0)det( =− EA λ  bestimmen :









−−

−−
=−

λ
λ

λ
56

21
det)det( EA

1255 2 +++−−= λλλ
742 ++= λλ

7422,1 −±−=→ λ

321 i+−=λ

322 i−−=λ

Lösungen des Systems zum Eigenwert 321 i+−=λ  :

Da Vielfachheit des Eigenwertes eins ist, lautet der Ansatz :

xixx e
a
a

e
a
a

y 32

2

1

2

1
1

+−⋅







=⋅








= λ ( ) xixe

a
a

iy 32

2

1
1 32)'( +−⋅








⋅+−=→

Einsetzen in das DGL-System :

( ) xixxix e
a
a

e
a
a

i 32

2

132

2

1

56
21

32 +−+− ⋅







⋅








−
−

=⋅







⋅+− (durch xixe 32 +−  dividieren und Produkt bilden)









−

−
=











⋅+−
⋅+−

21

21

22

11

56
2

32
32

aa
aa

aia
aia

Aus der ersten Zeile

2111 232 aaaia −=⋅+−
folgt :

( ) 21 2132 aai −=⋅−+−

12 2
33

a
i

a
−

=→
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












−⋅=








→

2
33

1
1

2

1 ic
a
a

, Rc ∈1

xixeicy 32
11

2
33

1
+−⋅













−⋅=→

Lösungen des Systems zum Eigenwert 321 i−−=λ  :
Da Vielfachheit des Eigenwertes eins ist, lautet der Ansatz :

xixx e
a
a

e
a
a

y 32

2

1

2

1
1

−−⋅







=⋅








= λ ( ) xixe

a
a

iy 32

2

1
1 32)'( −−⋅








⋅−−=→

Einsetzen in das DGL-System :

( ) xixxix e
a
a

e
a
a

i 32

2

132

2

1

56
21

32 −−−− ⋅







⋅








−
−

=⋅







⋅−− (durch xixe 32 −−  dividieren und Produkt bilden)









−

−
=











⋅−−
⋅−−

21

21

22

11

56
2

32
32

aa
aa

aia
aia

Aus der ersten Zeile

2111 232 aaaia −=⋅−−
folgt :

( ) 21 2132 aai −=⋅−−−

12 2
33

a
i

a
+

=→














+⋅=








→

2
33

1
2

2

1 ic
a
a

, Rc ∈2

xixeicy 32
22

2
33

1
−−⋅













+⋅=→

Die komplexen Lösungen in reelle Lösungen mittels der Beziehung   xixe ix sincos +=   umwandeln :















⋅−⋅⋅=













⋅













−⋅== −+−

xi

xi

xxix

ei
e

eceicyy 3

3

2
1

32
111

2
33Re

2
33

1
Re)Re(~

( ) ( )
( ) ( )( )















+⋅
−

+
⋅⋅= −

xix
i

xix
ecy x

3sin3cos
2

33
3sin3cos

Re~ 2
11

( )
( ) ( )















+
⋅⋅= −

xx

x
ecy x

3sin
2
3

3cos
2
3

3cos
~ 2

11

und
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













⋅
+⋅⋅=














⋅













+⋅== −

−

−−−
xi

xi

xxix

e
i
e

eceicyy 3

3

2
2

32
222

2
33Im

2
33

1
Im)Im(~

( ) ( )
( ) ( )( )















−+−⋅
+

−+−
⋅⋅= −

xix
i

xix
ecy x

3sin3cos
2

33
3sin3cos

Im~ 2
22

( )
( ) ( )















−+−

−
⋅⋅= −

xx

x
ecy x

3cos
2
3

3sin
2
3

3sin
~ 2

22

Die Lösungen 21
~,~ yy  bilden zusammen ein Fundamentalsystem, da die Wronski-Determinante

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 
























−+−⋅⋅








+⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
= −−

−−

xxecxxec

xecxec
xW xx

xx

3cos
2
33sin

2
33sin

2
33cos

2
3

3sin3cos
det)( 2

2
2

1

2
2

2
1

ungleich 0 ist für alle x.

Die allgemeine Lösung lautet somit :

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

xx e
xx

x
ce

xx

x
cxy 2

2
2

1
3cos

2
3

3sin
2
3

3sin

3sin
2
3

3cos
2
3

3cos
)( −− ⋅

















−+−

−
⋅+⋅

















+
⋅=

9.3)
Nach Aufgabenstellung sei das Salz in den Tanks stets gleichmäßig verteilt.

)(tmi  bezeichne den Salgehalt im Tank i zur Zeit t in Kilo.

Außerdem gilt 50)0(1 =m  und 20)0(2 =m

Die Funktionen im  erfüllen das DGL-System









⋅

















−

−
=

















−

+−
=

















2

1

21

21

2

1

25
2

25
2

50
1

25
2

1000
80

1000
80

1000
20

1000
80

m
m

mm

mm

dt
m
dt
m

Eigenwerte der konstanten Koeffizientenmatrix A bestimmen :









−−

−−
=−

λ
λ

λ
44
14

det
50
1

)det( EA

( ) 04816
50
1 2 =−++ λλ
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( )12164
50
1

2,1 −±−=→ λ

25
1

50
2

1 −=−=λ

25
3

50
6

2 −=−=λ

zugehörige Eigenvektoren iv  über die Beziehung   ( ) 0=⋅− ii vEA λ    bestimmen :

0

25
1

25
2

50
1

25
1

12

11 =







⋅

















−

−

v
v









=→

2
1

1v und

0

25
1

25
2

50
1

25
1

22

21 =







⋅

















v
v









−

=→
2

1
2v

Die Lösungen sind somit

25
111 2

1
2
1

)(
t

t eCeCtm
−

⋅







⋅=⋅








⋅= λr

und

25
3

222 2
1

2
1

)(
t

t eCeCtm
−

⋅







−

⋅=⋅







−

⋅= λr

Die Lösungen 21,mm
rr

 bilden zusammen ein Fundamentalsystem, da die Wronski-Determinante

















⋅−⋅

⋅⋅=
−−

−−

25
3

2
25

1

25
3

2
25

1

22
det)( tt

tt

eCeC

eCeCxW

ungleich 0 ist für alle t.

Die allgemeine Lösung lautet somit :

25
3

2
25

1
2

1

2
1

2
1

)(
)(

)(
tt

eCeC
tm
tm

tm
−−

⋅







−

⋅+⋅







⋅=








=

r
, RCC ∈21,

Die Anfangsbedingungen liefern die Konstanten :









−
+

=








21

21

2220
50

CC
CC

21 50 CC −=→

22 2210020 CC −−=→
d.h. 202 =C  und somit 301 =C .
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Somit läßt sich der Salzgehalt in den Tanks bestimmen durch :

25
3

25

2

1

2
1

20
2
1

30
)(
)( tt

ee
tm
tm −−

⋅







−

⋅+⋅







⋅=









Die Salzgehalte

25
3

25
1 2030)(

tt

eetm
−−

⋅+⋅= und

25
3

25
2 4060)(

tt

eetm
−−

⋅−⋅=

streben für ∞→t  natürlich gegen Null.

9.4)
???


