Analysis 3 — Serie08 — Georg Kuschk

8.1)
Das Anfangswertproblem besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel 6f
eine eindeutige L 6sung, wenn gilt :

1F V) - FOGY)ELAY, - yo| f stetig, L >0," (X, 1), (X, ¥,) T kompaktesRechteck | R

Eindeutigkeit der LOsung zeigen :
f(x,y) =sn(xy)
Betrachte f alsFunktionvon Y, d.h.

f=f(X,y) mit XT [-a,a] (Xbeliebigaberfesty, al R (a>0)
Dann ist f':j—fzxxcos(T(y) P |f{=|x>cos(Xy) £ a
y

Setze L:=a
Desweiteren gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

TR TRY) = fyg gy vy oyl RBAA <y, . vsT (Yys)

Yi- Y
on LEW - FEY) gy oie
|y1 - y2|
P If(%y) - (R Y)ELAY - Yl
Das Anfangswertproblem ist somitin [- @, @] eindeutig |6sbar. Q.ed.
2. Teil :
y'(x) =sin( xy) Ply(=lsn(xy)£1  "xyI R
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt fur X1 R\{0} :
y()- yO) _
|X- 0| _|yl(x)| £1 |>1Xi
YO - YO =]y’ (9l £[x
P |y(x)- 1£ ¥ "xI R Qed.
8.2a)

f(X,y) istin R? stetig, dasiein den einzelnen Teilbereichen stetig ist und die
Definitionen an den gemeinsamen Randern ibereinstimmen.

f (X, ) istinkeiner Umgebung des Nullpunktes Lipschitz-stetig beziiglichy.
Bewels:
Sei U eine beliebige Umgebung des Nullpunktes und L>0 beliebig.

Dann existieren Punkte (X,Y;) und (X,Y,) inUmit X2 0 , y, <0 , y,>X

und Y, - y1<¥-

Fir diese Punkte gilt
|f (X’ yl) - f(X’ y2)| = 4|X| > L|y1 - y2|



8.2b)
Das Anfangswertproblem y'= f(X,Y), y(0) =0 ist eindeutig |6sbar.

Beweis:
Zunéachst die Differentialgleichung in den einzelnen Teilbereichen I6sen :

1) y<O:
y'=2X
Anfangswertproblem ist eindeutig |6sbar :

QZZXD (dy=2¢xdx+CbP y=x*+Cdh y,=x*+C

dx
) 0<y<x:
4
y'=2x- -y (*1)
X
Anfangswertproblem ist eindeutig |6sbar :
. 4
Inhomogene DGL der Art ¥'=g(X) Yy + h(X) mit g(x) =- —und h(x) = 2x
X
Zuerst die zugehdrige homogene lineare DGL losen (d.h.  h(x) © 0) :
4
y=--y
X
d 1
b Y= 4=dx
Yy X
P In|ly|=-4In{+C
b Iny=Injx*+C || tberfliissig, da 0 <y
b y=x*x®=Cx* |x‘4| tberfliissig, da 0 <y und 0 < e®
Nun die inhomogene DGL I8sen :
Ansatz :
Variation der Konstanten - Statt der Konstanten C setzt man die zu bestimmende unbekannte Funktion C(X) .
D.h. y=C(x) »x* (*2)

P y'=C'(X)x"*- 4x°>xC(X) (*3)
Einsetzen von (*2) und (*3) in (*1) liefert :

C'(X)xx * - 4x °>>xC(x) = 2x- §C(x) xx 4

P C'(X)- 4x*>C(X) = 2X°- ﬂC(x)
X
b C'(x)=2x
X 1
P C(X)=Q2°dt+C==x"+C
x)=Q 3

Einsetzenin (*2) liefert :

y:8§x6+C9xx"1
e3 2
) x* C
P LésungderDGL : y=—+—
3 X

y'=-2X
Anfangswertproblem ist eindeutig |6sbar :

Y3='X2+C



zu 8.2 b)
Dafir 1.) und I1.) die Losungen nicht im vorgegebenen Definitionsbereich liegen,
1) ist y; =x*+C statt y<0

I1)ist Yy =- X* +C statt y3 X

2

X
ist die einzige L 6sung des Anfangswertproblemsfir y(0) =0, y= 3
(Nur fiur C = 0 lauft die Lésungskurve durch den Nullpunkt.)

8.2¢)
Iterationsverfahren von Picard-Lindel 6f zur Berechnung einer Losung eines AWP :

y(xo) =Y
Your(X) = Yo + OF (t, a(t))et 20,12,
X0

Fir Y, = Y(0) =0 liefert das Iterationsverfahren

— X _ X 4:0 X 2
%(x) =0+ of (t0)dt = 32t - Tdt = Q2dt =
Y00 = QF(t,t2)dt = (- 2tdt =- X

Ya(X) = O f (t,-t%)dt = )2t = x°

...... usw.
P Iterationsverfahren konvergiert nicht, dain jedem Schritt ein Vorzeichenwechsel stattfindet.

8.3a)

Lésender DGL y'= X'y + x*y*

® Bernoullische Differential gleichung
' 4

Yy X

= :_3+x4 nach Division durch y* -(far y1 0)

y |y

Substitution = y°
] - 3 1

(=4 :7)/

d.h. 14 =.1;
y 3

b - Ez': x*z+ x*
3

P z=-3%z+))

b dz_. X' (z+1)
dx

1 <4
=- +
P O_z+1dz 3ox'ax+C



zu 8.3a)
b Injz+]=- 2% +C
5

- §X5 +C

plz+]=e®

Betrag féllt weg, da C beliebige Konstante ist

8.3b)

Lésender DGL y'=y? +1- X (*4)
® Riccatische Differentialgleichung

Erraten einer speziellen Losung :

y=X, denndy =dx b %Zy'Zl P 1=x* +1- x* wahreAussage

1
P Substitution: y= X+ — U ist neue, unabhangige Variable
u
1
P y=1- —Zu'
u

Einsetzenin (*4) :

2

1- izu':ggﬁlg +1- x?
u e Ug

- izu':x2+2§+i2- X2
u u u

u'=-2xu-1 (*5)
Losen dieser DGL :

Zuerst die Losung der zugehorigen homogenen DGL :

% =-2Xu
dx

P (‘Jlljdu:-2(‘3<dx+c
P Inju=-x*+C

b |u=e %"

pbu=Cx* Betrag fallt weg, da C beliebige Konstante ist
Nun Lésung der inhomogenen DGL (dazu Variation der Konstanten) :
u=C(x)»* (*6)

b u'=C'(x)% X +C(X) - 2xx X) *7)



zu 8.3 b)
Die Gleichungen (*6) und (*7) in (*5) einsetzen :

C'(X) %€ ¥ +C(X) - 2x2 ) =- 2C(x) & ¥ - 1
b C'(x)=- _ixz:-exz
€
b C(x)=-¢e dx+C
Einsetzenin (*6) :
u=(— (‘exzdx+C)xe‘ X

Ruicksubstitution :
y=x+—-b u:i
y- X
1
p —= “dx+C
L_{ graiche”

b 1=-yx* >{(‘exzdx+ C)+ x> X >{(‘exzdx +C)
b ysxe* ><((‘exzdx+C):x>e'xz ><((‘exzdx+C)-1

8.3¢)
Lésender DGL Y = yZ+x(y+1)

® d Alembertsche Differentialgleichung
??7? ...Losungsansatz.... 7??

8.3d)
Losen der DGL gzl- Lj:ix+g X—ngy
X 2
Zur detaillierten Beschreibung des Losungsverfahrens sieche8.4b) .
2x y? 2y X°
P(xy) =22 2 Qxy)==2- %
y X Xy
dp__2x 2y Q_ 2y X
dy y* X dx x>y
dP _dQ . o
Wegen — = — ist die DGL exakt / totales Differential.
dy dx
dF 2x y?
p =Py ==L
dx y X
2 = 2 2
b F:‘ﬂ_x_izgdxzx_+i+j (y) (*8)
Yy X g y X



zu 8.3d)
Anstelle einer beliebigen Integrationskonstanten C wird hier eine beliebige
integrierbare Funktion | (y) verwendet.

j () lésst sich aus der Beziehung (:j_F =Q(X,y) bestimmen :
y

dF 2y x* ., 2
&y Oy
Pj'(y)=0
Pj(y)=GC,

Setzt man diese Beziehung in (*8) ein, erhdlt man die L dsungskurven.
Dadie Differentialgleichung ein totales Differential ist, liefert die Gleichung F(X,Y) = C.
samtliche L ésungen.

2 2
D.h. C1:X—+L+C2
Yy X
2
SomitsinddieLt')sungskurven—+y—=C bzw. Xx®+y®- Cxy=0 .
Yy X
8.4a)
gegeben :
M(2)=M(x*+Yy*) 10 z=x+y°
f(x y)dx+g(x,y)dy=0 f,gi C*
P M, =2x>xM" und M, =2yxM"

Die Differentialgleichung (M xf (X, y))dx + (M xg(X, y))dy: O ist genau dann exakt, wenn gilt :
(M xf (x,y)), =(M xg(x ),

U M xf+Mxf =M, xg+M xg,

U M, xg- My><f :M(fy -0,)
U

Xg- —2f=1f -
M g M y gx
Lo 2xXsM! 2y:M'
U - f=f -
M g M y ™ 9
M__ h-o mitx:gt y:f
M 2xxg - 2y xf
, f -
U (Inm)=—— 2 _
2(xxg - yxf)
N fy_ Oy

InM :OZ—dZ

(x>g- yxf)
ﬁ—/

F darf nur von z = X* + y2 abhéngen, dader Multiplikator M die Gleichung sonst nicht in

eine exakte Gleichung Uberfihren kann.
BN fy' Ix

dz
Esgilt: M@+ y?) =g 2009 ¥)



8.4b)
gegeben : («/x2 +y?- x)dx+(«/x2 +y? - y)dy =0 (*9)
setzef::q/X2+y2-x g::.[x2+y2_y

_ (2, 2Y5 _ y - X
P fy—ZyXE(X +Y)2_m und gx_m

P DGL nicht exakt,da f,* g,
_y- X
oMy o % _ S +y?

20g- yxf) (xe +y? - xy- y Xy +Xy)

Y- X _ 1 1 . _ o 5
\ = - =- — mit z=x"+y
2\/x +y*\(x- y)Jx +y) x+y 2z
1 14 1
PInM=¢f —dz=-=n-dz=-=Inz
z 202_
24 : 1
bM=ez =g =z2=1
yA

Nach Multiplikation beider Seiten der Gleichung (*9) mit erhélt man die exakte DGL :

1

:m’{“lx +y° - x) +9\/ﬁ>{1/x2+y2- y);—di=0 d.h.

&
¢1- L‘dx+ ¢1- L‘dy 0 (*10)

§ JX+y g, & JX+y g

Noch prifen, ob (*10) ein totales Differential ist :
X
Esist P(X,y)=1- —— und  Q(X,y) =1- y

u : —_—
/XZ + y2 2 + y2
Alsoist
1 34
?z-x x2+y2)'_2:-x&ygé(x2+y2)'59:L3 und
y e 4] (X2+y2)5
d 1 1 30 X
=y ey e =yl Sl )20
e (%] (X2 + y2 2
_dP _dQ R o
Und somit — =——  alsoist die Differentialgleichung (* 10) exakt.
dy dx
dF

dF
— = P(x, d —=Q(x
o Cxy) o un & Q(xy)
Aus der ersten Beziehung folgt
d—le- ID F= 1- —_dx X- /X2 + Yy +j (y) (*11)
dx X2 +y X2 +y @

Anstelle einer beliebigen Integrationskonstanten C wird hier eine beliebige
integrierbare Funktion j (y) verwendet.



zu 8.4Db)
j () lasst sich aus der obigen zweiten Beziehung bestimmen :

dF

,— j'(y) - ,—
DJ (y)=1
Pj(y)=y

Setzt man diese Beziehung in (*11) ein, erhdt man F(X,y) =X+ y- /X* + y?
Da (*10) ein totales Differential ist, liefert die Gleichung F (X, y) = C simtliche Lésungen der DGL.

Dh. C=x+y- /X*+y°
b (C-x-yf=x+y’
P C?- Cx- Cy- Cx+x*+Xxy- Cy+xy+y* =x +y°
P C*- 2Cx- 2Cy +2xy=0
P y(2x- 2C) =2Cx- C?
_C(2x- C)
~ 2(x- C)




