
Analysis 3 – Serie08 – Georg Kuschk

8.1)
Das Anfangswertproblem besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf
eine eindeutige Lösung, wenn gilt :

2121 ),(),( yyLyxfyxf −⋅≤− , f stetig , 0>L , ∈∀ ),(),,( 21 yxyx  kompaktes Rechteck 
2R⊆

Eindeutigkeit der Lösung zeigen :
)sin(),( xyyxf =

Betrachte f  als Funktion von y , d.h.

),( yxff = mit ],[ aax −∈   ( x beliebig aber fest) , )0( >∈ + aRa
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Setze aL =:
Desweiteren gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
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2121 ),(),( yyLyxfyxf −⋅≤−⇒
Das Anfangswertproblem ist somit in ],[ aa−  eindeutig lösbar. Q.e.d.

2. Teil :

)sin()(' xyxy = 1)sin()(' ≤=⇒ xyxy Ryx ∈∀ ,
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt für Rx ∈ \ }0{ :
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8.2 a)

• ),( yxf  ist in 2R  stetig, da sie in den einzelnen Teilbereichen stetig ist und die
Definitionen an den gemeinsamen Rändern übereinstimmen.

• ),( yxf  ist in keiner Umgebung des Nullpunktes Lipschitz-stetig bezüglich y.
Beweis :
Sei U eine beliebige Umgebung des Nullpunktes und L>0 beliebig.

Dann existieren Punkte ),( 1yx  und ),( 2yx  in U mit 2
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Für diese Punkte gilt

2121 4),(),( yyLxyxfyxf −>=−



8.2 b)
Das Anfangswertproblem 0)0(,),(' == yyxfy  ist eindeutig lösbar.
Beweis :
Zunächst die Differentialgleichung in den einzelnen Teilbereichen lösen :
• I.) 0<y  :

xy 2'=
Anfangswertproblem ist eindeutig lösbar :

x
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2= Cxdxdy +=⇒ ∫∫ 2 Cxy +=⇒ 2  d.h. Cxy += 2
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• II.) 20 xy <<  :
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Anfangswertproblem ist eindeutig lösbar :

Inhomogene DGL der Art )()(' xhyxgy +⋅= xxhund
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Zuerst die zugehörige homogene lineare DGL lösen )0)(..( ≡xhhd :
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Cxy +−=⇒ ln4ln
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lnln y  überflüssig, da y<0
44 −− ⋅=⋅=⇒ xCexy C 4−x  überflüssig, da y<0  und Ce<0

Nun die inhomogene DGL lösen :
Ansatz :
Variation der Konstanten - Statt der Konstanten C setzt man die zu bestimmende unbekannte Funktion )(xC .

D.h. 4)( −⋅= xxCy (*2)

)(4)('' 54 xCxxxCy ⋅−⋅=⇒ −− (*3)
Einsetzen von (*2) und (*3) in (*1) liefert :
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Einsetzen in (*2) liefert :
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• III.)  2xy ≥  :
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Anfangswertproblem ist eindeutig lösbar :

Cxy +−= 2
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zu 8.2 b)
Da für I.) und II.) die Lösungen nicht im vorgegebenen Definitionsbereich liegen,

I.)  ist Cxy += 2
1  statt 0<y

II.) ist Cxy +−= 2
3  statt 2xy ≥

ist die einzige Lösung des Anfangswertproblems für 0)0( =y ,
3

2x
y =  .

(Nur für 0=C  läuft die Lösungskurve durch den Nullpunkt.)

8.2 c)
Iterationsverfahren von Picard-Lindelöf zur Berechnung einer Lösung eines AWP :

( ) 00 yxy =

( ) ( )( )dttytfyxy
x

x
nn ∫+=+

0

,01 , n=0,1,2,..

Für 0)0(0 == yy  liefert das Iterationsverfahren
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⇒ Iterationsverfahren konvergiert nicht, da in jedem Schritt ein Vorzeichenwechsel stattfindet.

8.3 a)

Lösen der DGL 444' yxyxy +=
→ Bernoullische Differentialgleichung
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zu 8.3 a)

Cxz +−=+⇒ 5

5
3

1ln

Cx
ez

+−
=+⇒

5

5
3

1

Cx
eez ⋅=+⇒

− 5

5
3

1

Cez
x

⋅=+⇒
− 5

5
3

1 Betrag fällt weg, da C beliebige Konstante ist
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8.3 b)

Lösen der DGL 22 1' xyy −+= (*4)

→ Riccatische Differentialgleichung
Erraten einer speziellen Lösung :

xy =  ,  denn dxdy =  1' ==⇒ y
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dy 22 11 xx −+=⇒   wahre Aussage

⇒ Substitution : 
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Lösen dieser DGL :
Zuerst die Lösung der zugehörigen homogenen DGL :
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Cx eeu ⋅=⇒ − 2

2xeCu −⋅=⇒ Betrag fä llt weg, da C beliebige Konstante ist
Nun Lösung der inhomogenen DGL (dazu Variation der Konstanten) :
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zu 8.3 b)
Die Gleichungen (*6) und (*7) in (*5) einsetzen :
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8.3 c)

Lösen der DGL )1'('2 ++= yxyy
→ d’Alembertsche Differentialgleichung
??? ....Lösungsansatz.... ???

8.3 d)

Lösen der DGL 0
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Zur detaillierten Beschreibung des Lösungsverfahrens siehe 8.4 b) .
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zu 8.3 d)
Anstelle einer beliebigen Integrationskonstanten C wird hier eine beliebige
integrierbare Funktion )( yϕ  verwendet.

)( yϕ  lässt sich aus der Beziehung ),( yxQ
dy
dF

=  bestimmen :
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Setzt man diese Beziehung in (*8) ein, erhält man die Lösungskurven.
Da die Differentialgleichung ein totales Differential ist, liefert die Gleichung 1),( CyxF = .
sämtliche Lösungen.
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8.4 a)
gegeben :

0)()( 22 ≠+= yxMzM 22 yxz +=
0),(),( =+ dyyxgdxyxf 1, Cgf ∈

⇒ '2 MxM x ⋅= und '2 MyM y ⋅=
Die Differentialgleichung ( ) ( ) 0),(),( =⋅+⋅ dyyxgMdxyxfM  ist genau dann exakt, wenn gilt :

( ) ( )xy yxgMyxfM ),(),( ⋅=⋅

⇔ xxyy gMgMfMfM ⋅+⋅=⋅+⋅

⇔ )( xyyx gfMfMgM −=⋅−⋅

⇔ xy
yx gff

M
M

g
M
M

−=−

⇔ xy gff
M

My
g

M
Mx

−=
⋅

−
⋅ '2'2

⇔
fygx

gf
M
M xy

⋅−⋅
−

=
22

'
, fygxmit ⋅≠⋅

⇔ ( )
)(2

'ln
fygx

gf
M xy

⋅−⋅
−

=

∫ ⋅−⋅
−

= dz
fygx

gf
M

F

xy

44 344 21 )(2
ln

F darf nur von 22 yxz +=  abhängen, da der Multiplikator M die Gleichung sonst nicht in
eine exakte Gleichung überführen kann.

Es gilt : 
∫

=+ ⋅−⋅

−
dz

fygx

gf xy

eyxM )(222 )(



8.4 b)

gegeben : ( ) ( ) 02222 =−++−+ dyyyxdxxyx (*9)

setze xyxf −+= 22: yyxg −+= 22:
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Nach Multiplikation beider Seiten der Gleichung (*9) mit 
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Noch prüfen, ob (*10) ein totales Differential ist :
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Anstelle einer beliebigen Integrationskonstanten C wird hier eine beliebige
integrierbare Funktion )( yϕ  verwendet.



zu 8.4 b)
)( yϕ  lässt sich aus der obigen zweiten Beziehung bestimmen :
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Setzt man diese Beziehung in (*11) ein, erhält man 22),( yxyxyxF +−+=
Da (*10) ein totales Differential ist, liefert die Gleichung CyxF =),(  sämtliche Lösungen der DGL.
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